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Ce Volume se dislingue de son correspondant de la pre- 
mière édition par des améliorations notables dont nous allons 
citer les principales. 

Nous avons donné une interprétation plus nette des lois des 
frottements de glissement et de roulement. Nous avons aug- 
menté notablement les applications des équations du mouve- 
ment des corps solides lorsqu'on fait intervenir, selon les cas. 
Tune ou l'autre de ces résistances. 

Des simplifications importantes ont été apportées à l'étude 
de l'équilibre intérieur d'un solide quelle qu'en soit la nature. 

Dans un Cours de Mécanique générale, l'exposition de la 
théorie mathématique de l'élasticité doit être limitée à ses 
points fondamentaux. Pour la première fois, nous avons 
donné les formules générales qui se rapportent aux dilata- 
tions et aux glissements. Nous avons traité complètement 
les questions relatives à la traction et à la compression des 
prismes. En c/b qui concerne la torsion, nous avons cru devoir 
nous en tenir au cylindre circulaire, en renvoyant, pour les 
autres applications, à notre Traité de Physique mathéma- 
tique. 

Le calcul de la flexion d'un prisme n'a pu être effectué 
jusqu'à présent que dans un cas très particulier et pour un 
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très petit nombre de formes de la section (*); c'est pourquoi 
nous ne nous y sommes pas arrêté, en y substituant les prin- 
cipes de la théorie ordinaire de Télasticité à laquelle on donne 
maintenant le nom de résistance des matériaux ; en cela nous 
n'avons fait qu'imiter Poisson. Nous ne ferons que mention- 
ner le calcul de la résistance des enveloppes cylindriques et 
sphériques. On n'est parvenu jusqu'ici à déterminer l'épais- 
seur d'une plaque dont les faces sont soumises à des près- 
sions normales, qu'en faisant intervenir simultanément 
quelques formules de la théorie mathématique de l'élasticité 
et les hypothèses de la résistance des matériaux. Quoique 
cette méthode laisse à désirer au point de vue de la rigueur, 
nous avons cru devoir la faire connaître, parce qu'il nous 
paraîtrait difficile de l'introduire dans l'enseignement des 
écoles d'application. C'est pourquoi nous n'avons traité, dans 
le texte, et par un procédé spécial, que le cas d'une plaque 
circulaire soumise à des pressions constantes ; nous avons 
consigné les généralités dans un Appendice placé à la fin 
du Volume et leur application aux plaques rectangulaires. 

Le nombre des applications de l'Hydrostatique a été aug- 
menté. L'Hydrodynamique et l'Hydraulique ont été complè- 
tement remaniées et simplifiées. Nous les avons fait suivre de 
l'étude des petits mouvements des fluides élastiques. 

Nous n'avons pas reproduit la Thermodynamique, parce 

que nous n'avons rien à ajouter à ce qui se trouve dans notre 

* 

Traité de Physique mathématique, t. IL 

(') Voir notre Traité de Physique mathématique , t. I. 
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DEUXIÈME PARTIE. 

DU MOUVEMENT DES SYSTÈMES MATÉRIELS 

ET DE SES CAUSES 

( SUITE ). 



CHAPITRE X. 



DES ACTIONS MUTUELLES DES CORPS SOLIDES NATURELS 

EN CONTACT. 



§ I. — Généralités. 

119. Dans les Chapitres précédents, nous avons supposé 
que les corps solides, en réagissant les uns sur les autres, se 
comportaient comme s'ils étaient invariables de forme ou 
absolument durs, sans présenter d'aspérités à leurs surfaces^ 
ce qui nous a conduit à considérer les résultantes de leurs 
actions mutuelles au contact comme étant dirigées suivant 
leur normale commune. 

Mais, en réalité, il n'en est pas ainsi, en raison de la consti- 
tution physique des solides. Les corps en contact se dépri- 
ment mutuellement d'une manière permanente ou passagère 
selon l'énergie de leur compression réciproque; les dépres- 
sions atteignent leur maximum lorsqu'il y a tendance au 
mouvement relatif d'un corps par rapport à un autre avec 
lequel il est en contact. 

n. I 



2 DEUXIÈME PARTIE. — CHAPITRE X. 

Comme conséquence des déformations, la résultante des 
actions mutuelles des deux corps n'est pas normale à leur 
surface et ne passe pas rigoureusement par leur point de 
contact géométrique quand leurs surfaces affectent des formes 
telles qu'elles puissent être considérées comme se touchant 
en un seul point. Cette résultante se décompose en deux 
forces, Tune normale et l'autre tangentielle. 

§ IL >- De la résistance an glissement. 

120. Considérons deux solides (S), (S') qui, sous l'action de 
forces extérieures, tendent à glisser l'un sur l'autre suivant 
une aire de contact plus ou moins étendue. 

On a été conduit par l'expérience à poser en principe que 
la réaction tangentielle Tdon de (S') sur (S) en chaque élé- 
ment d(ù de la surface de contact est proportionnelle à la 
réaction normale correspondante Nt/w et est dirigée en sens 
inverse de la vitesse relative en /fw de (S) par rapport à (S'). 

Le rapport 

dépend de la nature des corps en contact du poli de leurs 
surfaces et de la manière dont elles ont été lubréfîées (*). 

On a donné respectivement à Tû?w =z N/û?w et à /les noms 
ûe frottement de glissement élémentaire et de coefficient de 
frottement. 

Soient R<iw la réaction totale de (S') sur (S); a Tangle, dit 
de frottement, de sa direction avec la normale; on a les rela- 
tions 

tanga=/, 

R 



N = R cos a = 



T = R sin a 



B/ 



( • ) L'emploi des huiles et graisses a pour effet de combler les vides entre les 
«aillies moléculaires ; par suite, de rendre les surfaces à peu près uniformes et à 
-diminuer /. 



DBS ACTIONS MUTUELLES DES CORPS SOLIDES NATURELS EN CONTACT. 3 

Il ne faut pas perdre de vue que la réaction de (S) sur Télé- 
ment d^ù de (S') est égale et contraire à Rt/(«). 

Pour fixer les idées, considérons le cas d^un prisme rectan- 
gulaire pesant (S), reposant par une de ses surfaces AB 
(fig* Ifi) sur un plan horizontal. 

Fig. 48. 
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Soient Q le poids du prisme ; P une force horizontale exté- 
rieure comprise dans le plan vertical passant par le centre de 
gravité G de (S), parallèle à deux des côtés AB de la face 
de contact. La direction de P est complètement déterminée, 
mais on peut faire croître son intensité à partir de zéro. 
Quoiqu'il en soit, la réaction. verticale totale N de (S') sur (S) 
sera égale et contraire à Q. 

Le prisme étant d'ahord un repos pour P=:o, faisons 
croître l'intensité de cette force; le prisme restera encore en 
repos jusqu'au moment où l'on aura P = N/, et alors il y 
aura tendance au glissement de (S) sur (S'), d'où Ton doit 
conclure que toute composante tangentielle élémentaire Tdtù 

m 

a pour maximum le frottement de glissement f^dtù. 

La force P continuant à croître, (S) se mettra en mouve- 
ment sous l'action de cette force et de /Q (*), mais nous 
n'insisterons pas sur ce point qui sera élucidé par les exemples 
que nous donnerons plus loin. 

Si nous revenons au cas général de deux solides quelcon 
ques (S), (S') et si nous désignons parrfo-le déplacement élé- 
mentaire relatif des éléments d(ù des surfaces de ces deux 
corps, le travail élémentaire de ^fd(ù pour tout le système 
sera — ^/d(ù da. 



(■) C^est dans ces conditions qa^Amontons (i 663- 1705) ddcoQTrit les lois da 
frottement, confirmées après lui par Gonlomb (vers 1780) et par Morin. 
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Pour donner une idée de l'importance du frottement, nous 
indiquerons les moyennes suivantes, en renvoyant aux Aide- 
Mémoire pour plus de détails (') : 

Etat des sQrfàces. /. 

à sec 0,4^ 

Bois sur bois { humide 0,25 

graisse renouvelée 0,07 

à sec o,36 

Bois sur métal { humide 0,24 

graisse renouvelée. ... 0,07 

Métal sur métal < . , . ' 

( graisse renouvelée 0,08 

^ . u • .\ à sec G , 32 

Cuir sur bois < . .1 

( humide 0,29 

^ . z» 1 \ à sec , 56 

Cuir sur métal \ , ., \^ 

\ humide o , 36 

Corde de chanvre sur bois o, 5o 



§ III. — De la résistance an reniement. 

121. Considérons un cylindre circulaire homogène plein ou 
creux, reposant sur un plan horizontal. 

Soient {fig- 49) le centre et A le point de contact avec le 
plan de la section moyenne ; R =:r OA le rayon et Q le poids 
du cylindre. 

Pour faire rouler le cylindre d'un mouvement uniforme sur 
le plan, il faudra le soumettre à l'action d'une force F com- 
prise dans la section moyenne; la résultante de F et Q pas- 
sera en un point Aj de la circonférence très voisin de A et 
sera détruit par la réaction du plan. 

Soient 

I rinlersection des directions de F et de AO; 
a ==IA; 



(*) Le plas apprécié est celui de Claudel (t. I). 
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F', F^ les composantes horizontale et verticale de F; 
Ty N les composantes semblables de la réaction du plan; 

Fig. 49- 




On a d'abord 



(I) 



A A^ 



N = F'+Q, T = F' 



et, en prenant les moments par rapport au point A, 

(2) F'«=8.N = 8(F'-i-Q). 

I 

On donne improprement à la longueur à le nom de coeffi- 
cient de frottement de roulement au lieu de : bras de levier 
du m,om,ent ou du couple qui résiste au roulement. Néan- 
moins, pour abréger, nous accepterons pour i la dénomination 
admise. 

Si /. est le coefficient du frottement de glissement de la 
matière du cylindre sur celle du plan, pour qu'il y ait roule- 
ment et non glissement, il faut que T < N/ ou 



(3) 



8 



a>j 



Cas particuliers. — j® La force F agit horizontalement au 
sommet du cylindre. On a F"— o, F'— F, « — 2 R et 



(4) 






c'est en se plaçant dans ce cas qu'on a déterminé expérimen- 
talement i. 
D'après Coulomb et Morin, i serait indépendant de B, ce 
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qui paraît invraisemblable, car une aiguille d'un rayon infé- 
rieur à d ne pourrait pas rouler sur le plan. 

D'après Dupuit, on aurait, en désignant par K une con- 
stante, S = Ky/R; mais alors la longueur 5 serait très grande 
pour R très grand, tandis qu'elle atteint au plus quelques 
centimètres. 

Le désaccord peut aisément s'expliquer; Coulomb et Morin 
ont opéré sur des cylindres dont les rayons étaient grands et 
peu différents les uns des autres, tandis que Dupuit ne s'est 
senâ que de cylindres de faibles diamètres. 

Il nous semble qu'on pourrait tout concilier en prenant 



= Vr^ 



formule dans laquelle /jl et /i seraient deux constantes à 
déterminer expérimentalement; car, pour R très grand, on 

aurait d = ii et, pour R suffisamment petit, à= -t^V^. En 

y/ 71 

partant des résultats obtenus par Morin et Dupuit, on aurait 

jjL = o",ooo7, n = I™, pour fer sur fer, 

{ji = o",ooi6, n — 2™, II 6, pour bois sur bois. 

2° La force F est verticale et agit tangentiellement au cy- 
lindre. Gomme on a F'=o, a=:o, la formule (2) n'est pas 
applicable; mais on voit de suite que FRz=(F4- Q)d, d'où 



en négligeant ^^ devant l'unité 

(6) ^ = rQ' 

valeur double de la valeur (4). Comme T est nul, il y aura 
toujours roulement. 

Revenons à l'inégalité (3); en prenant, avec Morin, 
ôi=o",oo4,/=o,2, pour fer sur fer, on aurait a> o°',o2. 

L'inégalité (3) s'applique au mouvement d'une bille sur un 
tapis et l'on explique pourquoi, en prenant la bille suffisam- 
ment bas, elle glisse au lieu de rouler sur le tapis. 

Si 0) est la rotation instantanée du cylindre, le travail élé- 
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mentaire que Ton a à vamere pour produire le roulement est 
fiSoidt] c'est ce qu'il est facile de vérifler d'ailleurs en 
remarquant que la formule (2) donne ¥'a(ùdt=z^à(ùdt, et 
que les travaux élémentaires de Q, F'', T sont nuls. 

§ IV. — Applications (^). 

122. Glissement d'un corps pesant sur un plan incliné. — 
Soient 

M la masse du corps; 

i l'inclinaison du plan incliné sur l'horizon; 

F une force extérieure agissant dans le plan vertical passant 

par le centre de gravité et perpendiculaire à la base du 

plan; 
(3 l'angle qu'elle forme avec le plan incliné. 

Siy à l'instant initial, le corps est animé d'un mouvement 
de translation parallèle à la ligne de plus grande pente du 
plan incliné, le mouvement, à un instant quelconque tj sera 
encore de translation, et nous désignerons par V la vitesse à 
cet instant. 

Les composantes normale et tangentielle de la réaction du 
plan étant N = M^cost-— Fsinp, T=/N, nous avons 

— ^Ht "^M^sini + Fcosp — /(M^cost — FsinP) = o. 

On voit que, si F et j3 sont constants, le mouvement sera 
uniformément varié. 

123. Roulement d'un cylindre circulaire pesant sur un 
plan incliné. — Le cylindre est censé homogène ou composé 
de couches cylindriques homogènes. Il peut être plein ou 
évidé; ses génératrices doivent naturellement rester paral- 
lèles à la trace horizontale du plan, et il suffît qu'il en soit 
ainsi à l'instant initial. 



(*) Les questions que nous allons traiter sont étrangères à celles qui se rap- 
portent aux machines et pour lesquelles nous renverrons au Tome III, Ghap. IV. 
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Soient 

M, R la masse et le rayon extérieur du cylindre; 
My* son moment d*inertie par rapport à son axe ; 
i rinclinaison du plan incliné sur l'horizon; 
à le coefficient de frottement de roulement; 
(ù la rotation instantanée du cylindre à l'instant t. 

La vitesse du centre de gravité du cylindre étant Rw, la 
force vive du mobile, d'après le théorème de Kœnig, est 
M(y'-H R*)a)*; en remarquant que la réaction normale du 
plan incliné est M^cos/, on a 

M 

— (•f'-h R*)rftu2== M^sin£o)Rtf/ — Mycose 8, wc^f, 

d'où 

dm _ ^( R sin i — 8 cos/) 

dt ~ Y» -+- R« 

La réaction tangentielle a pour valeur 

Mg'sini — MR-^ = ~— ^(Y^siniH-R 8 cosi), 

et en exprimant qu'elle doit être plus petite que le frottement 
de glissement /M^, on trouve 

tangi </+ -^^ -^ 

Si cette condition n'est pas remplie, le cylindre glissera et 
l'on retombera sur un cas particulier du problème précédent. 

124*. Mouvement d'un pendule composé muni d' un tourillon 
qui roule sur deux parties d'un plan horizontal, — Nous 
prendrons {fig^ 5o) pour plan de la figure le plan moyen 
perpendiculaire à l'axe de rotation. 

Soient 

/• le rayon du tourillon ; 
G le centre de gravité du pendule; 
/=:G0; 

M la masse du pendule et My* son moment d'inertie par rap- 
port à la parallèle en G à l'axe ; 
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O7, Oop la verticale et l'horizontale du point 0; 

9 l'angle GO7; 

N, T les composantes normale et tangentielle de la réaction 
du plan sur le tourillon; 

oj la rotation instantanée du tourillon autour du point de con- 
tact A dont le sens est de la gauche vers la droite; 

AAi = d le coefficient de frottement de roulement. 

Fig. 5o. 




La rotation w transportée en donne la translation —oar 
suivant Oo; et Ton voit que co = -7-j et que le carré de la vi- 
tesse de G est 

(— cor H- /o) 0080)*-+- /»o)*sin*ô = («)*(r*-H /* — a/rcosô). 

On a» de plus, 

N = Mg'-HM/^(osin6 = M { ^ -4- / -^ sin 6 -f- /w^cosôj. 

L'équation des forces vives donne 



(I) 



M 



= — Mg'/sinôto dt— M (^ -h / -j- sin6 -t- /lo'cosb J Sw dt, 



ou 

•^(Y'H-r»-*-/»— 2/rco86-+-/S8inG)H-to*/8co86 = — g'(/sin6 -*- 0), 

et, en faisant w = ^> on aura Téqualion du mouvement. 
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Si Ton néglige ô (*), Téqualion (i) s'intègre immédiate- 
ment en y faisant «?/ = — , et Ton obtient, en désignant par 

Cl) 

— 00 la valeur de à Torigine de Toscillation considérée, . 

(2) (y'-+- /•'H-/* — 2/rcos6)^-j- = 2^/(co86 — cosOo), 

ce qui est Téquation à laquelle Euler était arrivé avant qu'on 
eût des notions précises sur la résistance au roulement. 
La durée d'une demi-oscillation est 

Jq y 2^/(cos6 — cos6o) 

Nous avons maintenant pour la réaction tangentielle du 
plan 

T = — M ^ (ro) -4- /o) sin6). 

Nous ne nous arrêterons pas à vérifier l'inégalité T < N/, 
même dans le seul cas accessible au calcul où l'on néglige d. 

125. Mouvement ascendant, sur un plan incliné, d'un cy- 
lindre pesant de révolution dont le centre de gravité G, quoique 
situé dans la section moyenne, ne coïncide pa^ avec le centre C 
de cette section (*). — Il peut y avoir roulement ou glisse- 
ment; mais nous ne nous occuperons que du premier cas, 
qui seul présente quelque intérêt, sauf à établir ensuite la 
condition nécessaire pour qu'il puisse en être ainsi. 

Le plan de la figure sera celui de la section moyenne et 
l'on négligera le coefficient du frottement de roulement. 

Soient {fig* 5i) 

i l'inclinaison du plan incliné Ox sur l'horizon Ox'y l'origine 
étant le point de contact au départ où le cylindre était 
au repos ; 

A le point de contact à Tinstant t\ 



(') Soit environ o°,oo2 pour métai sur métal, les surfaces étant polies. 
(') Ce problème se trouve énoncé dans les Récréations mathémadquet et 
physiques d'Ozanam; 1694. 
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R = CA le rayon du cylindre ; 



9 Tangle de CG avec la normale AN à 0^; 

w = -7- la rotation instantanée autour de A; 
de 

M, M y» la masse du cylindre et son moment d'inertie par 




rapport à l'axe projeté en G; ^,7 et a?', y les coordonnées 
de G relatives aux deux systèmes d'axes. L'indice o conti- 
nuera à caractériser les éléments algébriques qui se rap- 
portent à Tétat initial. 

Le carré de la vitesse de G étant 



(i)2GA =a)«(R«-^a«-t-2aRcos6), 
l'équation de la force vive donne 

(i) a)«(Y«-f-R*-f-a*-f-2«Rcos6) = ^gO^Q—f), 

et l'on voit que G décrira un arc de courbe limité par le 
point Go et un point Gi situé sur Thorizontale du précédent. 
Si Ton remarque que 

ÔÂ = R(e — 60), j: = R(e— eo)-H a sine, ^ = R^a cosÔ, 
y=zjrcosi -f- xaini = R[cosi -i- (6 — 6©) sinij -+- a cos(6 — «)» 
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l'équation (i) devient 

= ag'l — R(6 — 60) sin/ h- a[co8(6 — 1) — cos(6o— i)] j, 
(l'oùy par la différentiation, 

(2) j rf^'^ 

( = g'[— R sin i H- a sin(0 — «)]. 

Pour que le roulement commence à Tinstant initial 
( 0) = o pour = 9^)y il faut que ( ^) soit positif ou que 



a 



(3) sini < gsin(eo— /'), 

condition qu'on supposera remplie. 

En désignant par V la vitesse wAG du centre de fçravité G, 
nous avons successivement 

Var= wj = a>(R H- rtC0s6) Vj. = — coasinO, 

— - = (R-i-acosô)-^ asmO.ci)*, 

—r- =^asin^-j «cosO.co*. 

dt dt 

Soient N la réaction normale du plan incliné et T sa réac- 
tion tangentielle dont Ox sera le sens positif; nous avons 

M(R-i-acos9)-^ Masin6.(o« = T— M^sini, 

— VLama^—z MacosOw^ = N — Mycose, 

d'où, à rinslant initial, 

To = M^8ini -f-M(R-hacos6o) f -^j > 

No = M^cosi — Masin6o(-^)« 
Pour qu'il y ait roulement à partir de l'instant initial, il 
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faut encore que Ton ail To< No/ ou 

(4) . (R4-rtCOs6o-+-/sin6o) ( -^ 1 <^(/co8« — sinf), 

inégalité dans laquelle on devra substituer ^ {--n) sa va- 
leur déduite de l'équation (2). Mais, en supposant que les 
conditions (3) et (4) soient remplies, il pourra se produire un 
glissement peu après l'instant initial, et alors le mouvement 
s'arrêtera. 
Comme curiosité, on pourrait examiner le cas où, i étant 

nul, Tangle ^o et le rapport ^ sont petits. 

MX 

126. Mouvement ascendant d'un double cane pesant de 
révolution sur un plan incliné angulaire, — Le plan est formé 
de deux règles dont les faces sont verticales et dont la jonction 
se trouve au point le plus bas. Les deux cônes sont identiques 
et sont réunis suivant leur base commune ou équateur. Si Ton 
pose le solide sur le plan incliné de manière que Téquateur 
coïncide avec le plan bissecteur vertical de l'angle des règles, 
il se met en mouvement sans que les deux derniers plans 
cessent de coïncider; Taxe du solide s'élève jusqu'au point où 
les sommets quittent les règles et où il y a chute. Ce paradoxe 
n'est qu'apparent, car si l'axe s'élève le centre de gravité 
s'abaisse. 

La partie utile de chaque règle, qui sera pour nous une 
directrice, peut être censée réduite à une bande très étroite 
tangente à son cône. 

Soient {fig, 62) 

O, 0^ le sommet du plan et la bissectrice de l'angle 29 des 

règles; 
Oy la normale au plan incliné xOz; 
2 y, A l'angle de section méridienne et la hauteur de chaque 

cône ; 
a?i, /i les coordonnées du centre G de l'équateur; 
Q l'inclinaison de 0^ sur l'horizonlaie Ox', l'axe Oy' étant 

dirigé en sens inverse de la pesanteur; 



i4 
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/, m, n les angles avec 0^, Oj, 0^ de la normale au point 
{Xy r, z) du cône situé du côté des z positifs, cône qu'il 
nous suffit de considérer quant à présent. 



Fig. 5i. 




L'équation du cône étant 



(I) 



(x — ^i)«H- (j — 7i)* = (3 — /i)* tangï Y, 



on a 



(2) 008/= — j 



COS/W =' ^ - , ) 



ces// 



(/i — 3)tang'7 



De réqualion (i) et celles de la directrice, 



(3) 

on tire la suivante 



r = 0. 



z — a: tango j 



(4) 



a;* ( I — 'tang* (p tang* y ) 
— 2j?(j:i--^tang<ptang*Y) -i-JÎ -+--^1 — /<*tang'Y = o. 



En exprimant que ses racines sont égales, on trouve 



(5) 



h — xi tang<p =jri /cet* Y — lang*(p. 



Pour que le radical soit réel, il faut que 90° — y > 9, ce 
qu'on pouvait prévoir, car s'il en était autrement, le double 
cône viendrait, même en O, se loger entre les directrices. 

En désignant par x> K les valeurs de a?, z pour le point de 
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contact, les équations (4)» (5), (3) donnent 

^ __ (/i— xttong(p)taDg9 ^ 
' '" cot*Y — tang^f 

(O) { Xï — / 9 

VCOt'Y — tang*© 

cot*Y — tang*ç* 

Si %9 fXy V désignent les valeurs de /, m, n pour le point de 
contact (xy O9 on a, par ce qui précède, 

(7) cosX = taog<p sinX, cosfx — /cot«Y — tang**^, cosv = — sin-f. 

Comme les angles X, /x, v sont constants, le cône reste con- 
stamment tangent à un plan fixe {directeur) passant par sa 
directrice. La circonférence de. Téquateur reste par suite 
tangente en /n à l'intersection OA des deux plans directeurs 
et qui a pour équation 

(8) ^COSX H-JCOSfX r=o. 

La seconde des équations (6), mise sous la forme 

(9) Xi cosX -\-Xi cosjji = h siny, 

montre que G décrit une droite B'B, parallèle à OA. 

L'équation suivante, résultant des deux premières équa- 
tions (6) 

xx — y __ ces X 

prouve que la droite qui joint les points de contact (x» O^ 

(X, — Ç) coupe Ox à l'intersection n de cet axe avec mG. 

Soient x^y et x\ y les coordonnées de m dans les deux 
systèmes d'axes coordonnés, i l'angle AO^. En substituant 
dans l'équation (8) les expressions 

on trouve 

y sinOcosX +cosO sinu 

x^ cosdcosX — sinOcosfx 
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Pour que le centre de gravité^ descende , il faut que 
tangï > o ou 

^ C0S(1 

condition que nous devons supposer remplie. 

Un élément superficiel de l'un des cônes, commun avec la 
directrice, ne peut pas, au bout du temps dt^ venir coïncider 
avec un élément infiniment voisin de la directrice; de sorte 
qu'il ne peut pas y avoir de glissement. Mais, par contre, le 
roulement autour de Taxe dont n est la trace est compatible 

avec les conditions du système, puisque B'B est perpendi- 
culaire à Gn. En désignant par w la rotation instantanée, 
on a 

d'où, en remplaçant -^ par sa valeur, en fonction de ~^> dé- 
duite de l'équation (9), 

ces w î Wî/i 
ces A ji dt 

Si V désigne la vitesse de G, on a 

V* =^(i-^ cosV\ ^ cos'Y dri 
dt^ \ cos'X/ C08*X dt^ * 

Soient 

M la masse du solide; 

Mp' son moment d'inertie par rapport à son axe de révolu- 
tion; 

y\ l'ordonnée de G parallèle à 0/, Qiy\^^ sa valeur quand 
le corps part du repos. 

En négligeant le coefficient du frottement de roulement, 
l'équation de la force vive nous donne, en ayant égard à ce 
qui précède, 

^x i? di c«s«{xh-cos«y) =2^(j;,o~j;). 

De l'équation 
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et de Féqualion (9) on déduit 

, //sînYsinO / ^ cosw.sinG 

y = 4 h ri ( cosO i— ^ — 

•^ ^ COSA -^ \ cosX 

Si donc nous désignons par b la valeur initiale de/j, nous 
aurons pour Téquation du mouvement 

dv 
Nous remarquerons que -—^ est nul, par suite w et V, pour 

y^z=o, c'est-à-dire que le mouvement s'éteint lorsque le so- 
lide est sur le point de quitter sa directrice pour faire en- 
suite une chute. 



127. De la roulette enfantine. — Ce jouet se compose d'une 
capacité circulaire renfermant une petite turbine dont les 
aubes sont planes et radiales; les cases déterminées par les 
aubes sont numérotées; la paroi intérieure est creusée sui- 
vant un demi-tore dont le bord inférieur se trouve au joint 
du fond de la turbine. On imprime une rotation à la turbine 
en agissant avec la main sur un bouton qui termine son 
arbre. On place le couvercle du vase et, par un trou voisin 
de l'axe de rotation, ménagé dans ce couvercle, on laisse 
tomber une petite bille qui, par l'effet de la force centrifuge, 
est transportée dans la rigole d'où, après avoir parcouru un 
certain chemin, elle se rend dans une des cases de la turbine. 

Lorsque la bille tombe sur la turbine, elle rejaillit d'abord 
par son élasticité, mais bientôt elle reste sur fond et en con- 
tact avec une aube qui la pousse au dehors. 

Soient w la rotation et a, le rayon de la turbine; Wq la dis- 
tance à l'axe du point de chute de la bille; a la vitesse rela- 
tive de la bille à sa sortie de la turbine. L'équation de la 
force vive dans le mouvement relatif donne immédiatement 

La vitesse absolue de la bille, à sa sortie de la turbine, sera la 
II. 2 
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résultante de a et de la vitesse d'entraînement 

Nous prendrons maintenant pour origine du temps l'instant 
oii la bille sort de la turbine. Soient 0^ Taxe de rotation; 
le centre de la circonférence directrice du tore; G le centre 
de la section méridienne faite parle plan mobile zOa^ passant 
par le centre G de la bille; m le contact avec la rigole; l la 
longueur connue CG; 9 Tangle qu'elle forme avec la direc- 
tion de la pesanteur; j?o la position initiale de 0^; 9 l'an- 
gle xOa^Q, La réaction de la rigole sur la bille rencontrant 
Os, le principe des aires est applicable dans le plan a:0^o et 
donne 

(«I -h 6 sin6)2 ^ = const. 

et, comme pour = o on a wt ^^ = ^9 il vient 

(i) (wi-f-/sine)« ^=ttip. 

La force vive du mobile, dans son mouvement autour du 
centre de gravité, étant constante, disparaît dans l'équation 
de Kœnigs qui se réduit à 



/* •^-i-(«iH-/sin6)2 -^ = 'ij/cosOn-const. 



S 






Or pour ~ o on a l -j-^kx, e/j -^ = (3, par suite 

/7AS //mS 

{■>■) /»^,H-(«,-)-/sine)«-^=-2^/(i-cos6)-Ha»+p'. ^^ 

d ' 

Ea éliminant ~ entre les équations (i) et (2), on obtient 

la suivante 

^ dfl - •S^"'" 2 + " -"'^ ~(«. + /8ine)»' \ 

qui fera connaître t en fonction de B par une quadrature. 
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128. Glissement d'une sphère pesante sur un plan hori- 
zontal, — Nous supposerons que la sphère est composée de 
couches concentriques homogènes et, pour simplifier récri- 
ture, nous prendrons sa masse égale à Tunité. 

Soient (/?£'. 53 ) 

Fig. 53. 




R le rayon de la sphère et ^ son moment d'inertie par rap- 
port à un diamètre ; 

Oxy Or deux axes rectangulaires tracés dans le plan hori- 
zontal et j sa normale; 

G^', G/', Gz' trois axes parallèles aux précédents, menés par 
le centre G de la sphère ; 

U, V les vitesses respectives de G et du point de contact A ; 

n, /?, q les composantes de la rotation instantanée autour 
de G, suivant Gj?', G/', G 2'; 

fg le frottement de glissement qui est dirigé en sens inverse 
deV. 

Llndice o caractérisera les éléments du mouvement qui 
se rapportent à l'instant initial. 
On a 

Les équations du mouvement du centre de gravité sont 



(^) 



dt 






et celles du mouvement de rotation autour de ce centre 



(3) 






K dt V -^^ 
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En divisant Tune par J'aulre les équations (2) et ayant 
égard aux valeurs (i), on arrive à 

(4) 



Si Ton divise la seconde des équations (3) par la première 
des équations (2), et la première des équations (3) par la se- 
conde des équations (2), on obtient 

l\dp=: — KrfU.r, Rrf/i = KdUy, 
d'où 

(5) Rp = R/?o— K(Ua:- Uoa:), R« = R«o + K(U;y^— Uoy), 

et (4) devient 

(4') 



^Ux d\], 



Ua:(l -h K) — KUoo:— R/?0 Uy(l + K) — KUoy-h R/Io 

d'où, en intégrant, 

(6) U.(c + K)-KUo.-R;.o ^ 

Mais, vu (4) et (i), les dénominateurs de (40 ne sont autre 

V 

chose que V^; el V^, de sorte que (6) exprime ^ — const. 

Donc la direction du frottement est constante. 

Si nous prenons pour 0/ la direction de V, les équations 
(2) et (3) nous donnent 

(3') Rn^Rfio—fgkt, P=Pq. 

Prenons pour origine la projection horizontale de la 
position initiale Gq deG; en désignant par a la vitesse initiale 
de G, par a son inclinaison sur 0^, enfin par œ, y les coor- 
données de A, nous avons 

djc dy 

Uo;c = « ces a, Uoj = a sin a, U^ = -^ > ^^" ~ ;F ' 
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et les équations (2') nous donnent 



rtfcosa. -^ =^—fg^, 



dx 
a: = «c03a./, ^ = asina.r — ''-^ — 



Il suit de là que le point A décrit la parabole 

y = xtanga— -*^ (i-h tang*a) — (Jean Euler). 

Le glissement se terminera, pour être suivi du roulement, 
quand on aura V = Vjr = o, et d'après la seconde des équa- 
tions (i) et les équations (2'), (3') on a successivement 

o — Uy-h/lR, 

et 

d'où 

Vo 



/ = 



/^(t^K) 



Les formules (7) feront enfin connaître les coordonnées du 
point de contact à partir duquel le roulement aura lieu sui- 
vant la tangente en ce point à la parabole. 



§ V. — De rinflnence du frottement dans le choc de deux corps 

solides. 

129. Pendant la durée du choc il se développe au contact 
une composante tangenlielle de Faction mutuelle du corps 
qui suit la loi du frottement ordinaire (*). 

Reportons-nous, en ce qui concerne la première partie du 



(') MoRiN, Recueil des Savants étrangers à l'Académie des Sciences ; i835. 
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choc, au n*> 112. Nous avons obtenu Téquation 

Soient u la vitesse relative, au point de choc des deux ^orps 
M, M'; /le coefficient de frottement : comme 

Zrnvl.vdt — fudtfNdt — o, 
il vient 

(A) 2/w(^*= "Lmvl —I,mw*—!àfufNdt, 

Pour la seconde partie du choc, on ne peut rien préciser; 
nous admettrons, et sans qu'on puisse soulever d'objections 
sérieuses, que la force vive restituée dans cette seconde par- 
tie est la même que s'il n'y avait pas de frottement; nous esti- 
merons à —fuPHdt le travail du frottement, l'intégrale étant 
prise ici pour toute la durée du choc, et en conservant à u 
sa première signification ; nous aurons ainsi à la fin du choc 

(B) Smp* = I^mvl — eS/wfvS— ifufY^dt, 

Dans l'étude des machines à chocs (*), on admet, pour des 
motifs que nous n'avons à rappeler ici, que les corps cho- 
quants sont dépourvus d'élasticité ; mais il est inutile d'avoir 
recours à l'équation (A); il est plus simple, en effet, d'expri- 
mer qu'après le choc les vitesses normales au contact des 
deux corps sont égales. 

En ce qui concerne les corps semi-élastiques, nous nous 
bornerons à résoudre la question suivante qui se rapporte à 
la théorie des effets du jeu de billard. 

130. Choc de deux sphères composées de couches concen- 
triques homogènes. — Nous nous conformerons autant que 
possible aux notations du n<» 114. 

( « ) T. III, Chap. IV, § V. 
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Soient 

O, 0' les centres, R, R' les rayons; M -=^ > M' -^^ les moments 

d'inertie par rapport à un diamètre du corps choquant H et 

du corps choqué M'; 
A le point de choc; 
Aj, Az deu]L axes rectangulaires perpendiculaires à AO^, 

et à un instant quelconque du choc : 

V, V les vitesses de O, 0'; 

/î, p, g et /i',/>', g' les composantes suivant A^, Aj, A^ des 

rotations instantanées de M, M' autour de 0, 0'; 
^ l'angle que fait avec Ay la direction du frottement de M 

sur M'. 

Nous pouvons faire abstraction des composantes n, n' qui 
restent constantes pendant toute la durée du choc. 
Nous avons 

M ^ = N/cosp, 
(«) < M^=N/8inp, 

M|'g=-RN/cosP; 

dt ' 

M'Ç=-N/c08p, 

(2) { M'^=-N/8inp, 



M'ï^^=R'N/8inp, 



K' dt 



1 M'^ J=-R'N/co8p. 
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On déduit de là 

(3) I M(Vy- Voy) + M'(V; -V'oy) = o, 

M(V,-V,z) + M'(Vi-V'oz) = o; 

K(V^-Vor)+R(?-7a)=o, 
K(Vz-Voz) + R(i'-/'o) = o; 



(■') 



O-'') 



( K'(V;,-V'oy)-R'(?'-yo) = o. 
1 K'(V;-V'„) + R'(/>'-/>'o) = o. 



Nous avons 

t«°gP- v^-Rg-V'y-K'g" 

ou, en éliminant VJ-, Vî, p, q,p', 9' au moyen des équations 
précédentes, 

(V.-Vo.)(i + J-H K+ K'^,) +V„,-V'o^ + Rpo+R>', 

(4) tangp = ^ ^ 

(Vr-Vo^)(i + J+K+K'^j+V,^V',^-Rîo-R'g'o 

Mais on a aussi, vu (1), 

en substituant et intégrant on voit que Je rapport du numé- 
rateur au dénominateur de la fraction ci-dessus est constant, 
et.que, par suite, pendant toute la durée du choc, la direction 
du frottement est constante. Nous dirigerons Ay dans le sens 
du frottement de M sur M'. D'après les équations ( i ) et (2) nous 
aurons 

et il ne reste des équations (3), (i'), (2') que celles-ci 

M(V^-Vo^)-hM'(Vi,-V;^)= o, 
M(V^-Vo^) + M'(V^-ro^)=o, 
K(V^~Vo^) + R(^~^o)=o, 
K'(VJ.-Vi^)-R'(?'-r/o) = o, 
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auxquelles nous joindrons la suivante qui résulte des deux 
premières équations (i), 

(6) V^-Vo^=/(Va:-Voa:). 

Alors nous aurons 

M 

M 

R(5r-^o)=~/K(V^-Voa:), 
R'(^'-îi) = -/K'^(V;c~Vox). 

La valeur absolue de la vitesse relative de glissement de M 
sur M' est le dénominateur changé de signe de l'expression (4), 
et, en ayant égard à la relation (6), cette valeur est 

Nous négligerons le carré de/, et, par conséquent, dans la 
formule (B) du numéro précédent, nous ferons abstraction 
du frottement et, eu égard à l'expression ci-dessus, nous 
prendrons 

En remarquant que la première des équations (i) donne 
nous avons 

« 

M(V| - Vî;r + V» - Vîj,)-+- M'(V:,« - Vil + V^« - Vi») 

MR«, , ,, M'R'», ,, ,,, 

-<- -g- (?'-??)+ -j^(î'-îo*) 

=r-£[M(Va:-V«,)« + M'(V:i-V;,)«]-2«M(Vx-Vox)/. 

Au moyen des équations (6) et (7), nous pouvons faire dis- 
paraître le facteur M(Va; — Vo»), et il nous reste 

Vx + Vox+/(V^+V,y) - [Vi+Vix+/(V; +Vi^)] 
-R/(î + îo)-R'/{î' + ?',) 
= -s[Vx-V.x-(Vi,-Vix)]-ï«/, 



À 



I 

j 
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I, en coniinuant à négliger/', 

V,+V„.-(Vi.+VU)=-^(V.-Vo.)(. + ^)- 

n substituant à V^. sa valeur donnée par la première des l 

ations (7), on trouve I 

■iM'(VU- 



-V,^ = 



(i+0(M-^M')' 



ime s'il n'y avait pas de frottement, et l'on a, par suite, 

i les éléments du mouvement après le choc. 

n supposant R'= B, les formules obtenues s'appliqueront 

choc de deux billes de même diamètre placées sur un 

s; on peut prendre/— o,o3 ; la constante s n'a pas été 

1 déterminée, mais paraît peu s'éloigner de 0,10. 

e qui précède s'applique au choc d'une sphère M contre 

plan, en y supposant M'=:cc, V'^o, et il ne reste que la 

sième des équations (7) : c'est à peu près le cas du choc 

le bille contre une bande, et l'on peut prendre alors 
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CHAPITRE XL 

DE L'ÉQUILIBRE INTÉRIEUR D'UN CORPS, QUELLE QU'EN SOIT 

LA NATURE. 



131. Équations de Véquilibre en coordonnées rectilignes, 
— Soient 

Xy y y z les coordonnées d*un point 0', d*où partent les arêtes 
dxy dyy dz d'un parallélépipède élémentaire; 

p la densité en 0'; 

X, Y, Z les composantes parallèles à Oj?, O7, O^ de Taccé- 
iération de la force extérieure qui sollicite le parallélé- 
pipède; 

Px la pression (n<» W) sur la face dydzy partant de 0', ^Xpxxy 
Pxyy Pxz ses composantcs parallèles à Oo:, O7, 0^. 

De ces notations on déduira d'analogues pour les deux 
autres faces. 

La condition d'équilibre du parallélépipède, qui se rapporte 
à Oxy est 

dydz (p^x —Pxx — -^ dx\ -k dxdz (py^ —pyx — ^ dy\ 

-i-dzdy (pzx—pzx— -f^ ^) "^ pdxdydz = o 



ou 



^ ^. ^ + ^ = pX et de même 

dx dy dz ^ 



(I) ] fe -H^ + ^ =pY, 

^^ ^ âj^ dz dx P ' 

àpzx ^ ^Pxz_^ ^Pn =pZ. 
dz dx dy ^ ' 
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Sn prenant les moments par rapport à la parallèle à Os, 
mée par le cenlre de gravité du parallélépipède, on obtient 

-,„Jr* ^ - iri' {p., + fe^) ^ = o, 
lù, après avoir divisé par dxdyds , 

Pjx=pxy 

On peut donc intervertir l'ordre des deux lettres des in- 
:es des composantes des pressions. 

L32. Tétraèdre élémentaire. — Soient 

plan infiniment voisin de 0', déterminant un létraèdie 
dont 0' A, O'B, O'C sont les arêtes parallèles à Ox, O7, Os; 
la pression sur la base ABC = dut; 
(3, y les angles de la normale à da avec 0:r, 0^, 0^. 

Les faces CO'B, CO'A, AO'B sont respectivement égales à 

dtacosa, dio cos^, dm cosY' 

Les pressions donnent parallèlement à Ox 

Pxxdm coaa + pyxdio cosp -t-pdifiucosY — p'xdoi, 

pression de second ordre devant laquelle le terme en pX, 
li est du troisième ordre, est négligeable; elle est donc 
die et, en permutant les lettres, on a 

) P'x = P^x COS a -(- p^y C09 P -+- pxi COS Y ; 

qui exprime que la projection de p' sur Ox est égale à la 
ojeclion de px sur la normale à dai. Soient généralement 
, pt les pressions sur deux éléments passant par un même 
int; N,, Nj les normales à ces éléments : on a 

PlC08{/*t,Ni)=/)iC08(/)i, Ni), 

qui constitue le théorème dit de l'égalité des campa- 
ntes normales réciproques. 
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Pour plus de simplicité, on supposera que le tétraèdre est 
transporté parallèlement à lui-même, de manière à faire 
coïncider 0' avec 0. 

133. Directrice. — En désignant par p'^ la composante 
normale de />', on a, vu la formule (2) et des analogues, 

Pn= Px COSa -4- p^y COSP -\- p'^ COSy 

= (/^ararCOSa -\- jOaryCOSp -f- /?jcaCOSY)C0Sa 
-4- {pyy COS P -4- )C08 P 

-H {pzz COSY -^ )COSY 

— Para: COS' a -4- p^ryCOS* P -h /?zzC08*Y 

-f- 2/?a:rC0SaC0SP 4- 2/?y2 CCS p COSY ~*~ 2/?sarC0SY COSa. 

Portons sur la normale la longueur OK = -7= et désignons 

par Xy j, z les coordonnées du point K. Nous avons 

co%a:=^x\Jp'n , cos[3=..., cosy=..., et Téquation précé- 
dente se transforme dans celle-ci : 

qui représente une surface du second degré {Indicatrice de 
Cauchy). Si on la rapporte à ses axes principaux, on a /?j.y i= o, 
/>y2=o, pzjc^=o. Donc, en chaque point du corps, il existe 
trois éléments orthogonaux pour chacun desquels la pression 
est normale. Soient P^r, Py, P^ les pressions normales dites 
principales; on a, pour un élément quelconque, 

(4) />i:=PxCOsa, jd;. = Pj.cosP, pi=PzCOSY. 

134. Ellipsoïde des pressions. — Portons sur la direction 
de/?' la longueur 01 = /?', et soient x, y, z les coordonnées 

X 'V z 

du point I; nous avons cosa=:p-> cos(3= ~-i cosy=p-> 
d'où réquation 

\^) pï "*" pj "*" pi — '» 

J 

qui représente un ellipsoïde. 
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135. Détermination des pressions principales lorsque le 
corps est rapporté à un système d'axes rectangulaires guel- 
"'^""ve, — Soit P l'uue de ces pressions; on déduit de l'équa- 

[«) 

: — /JiiCOBB+^ij-coBp-HpjsGOSf, Pcosp^..,, PcOSY^--- 

,,. , C03« COSS , ., 

I élimmant , ^ entre ces dernières relations, on 

cosy cosy 



{PxxPyrPzz + -^PxyPyzPzi—pxxP^fi — pryplz — Pti 'y) = "> 

ui déterminera les trois pressions principales et, par 

, leur orientation. Une racine négative répondra à une 

ion. 

qu'il importe surlout de remarquer, c'est que la somme 

composantes normales des pressions sur trois éléments 

ngulaires est constante. 

î. Pression sur un élément quelconque perpendiculaire 
planfiœe xOy. — En faisant y = 90°, ^ = 90°— a, dans 
'mule (a) et celles qui en dérivent, on obtient 

pi = pj.3;C0Ba-l-pjj.sina, 
y7j. = /jj.j.00Sa -f-/)j.y9Îna, 

it O^' la normale à l'élément considéré; on a 

pu' y = pyCosa — p'g9ian^^\{pyy — /Sjrir)9Înai -i-/iij-C08ào, 

px'2 =/)ziCOSiX + /ïjj.sina, 

ules qui nous seront utiles plus loin. 

7. Équations de l'équilibre en coordonnées cylindriques. 
oncevons que le corps soit divisé en éléments par trois 
s de surfaces orlliogonales : la première composée de 
idres de révolution autour de Oz; la deuxième, de plans 
Hèles k ^0/, et la troisième de plans passant par Os. 
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Soient {fig, 54) 

A rinterseclion du cylindre dont le rayon est CA = r, du 
plan zOk faisant avec zQx Tangle 4* et du plan parallèle 
à xQy défini par l'ordonnée z\ 

CB =: r -h <fr suivant CA ; 

A,, Bj les positions que prennent A, B lorsque 4* augmente 

de ^^4* î 
A', B', Ai, B'i celles que prennent A, B, Ai, Bj quand z aug- 
mente de dz\ 

Fig. 54. 

z 









a, 6, «1, 6, les projections de A, B, Ai, Bj sur xOy\ 

ai\ ai ri les prolongements de Oa, Oai; 

at, ai ti les perpendiculaires en a et «i à ar, ai r^ menées 

dans le sens de l'accroissement de ^ ; 
T, R, Z les composantes suivant A^, Ar, A<s de Taccélératiou 

de la force extérieure qui sollicite la masse pdrdzrd^ de 

l'élément de volume AB B' A' A; B; B, Ai ; 
Ptt9 Ptry Ptz 1 les composantes suivant aty \ AA'BB' =drdz, 
Prt9 Prr9 frz \ «'', Oz dc la pression exer- \ kk!k\k!=. rd^dz, 
Prty Pzry Pzz » céc sur Ics faccs. ) AAiBiB= rd^dzy 

en donnant ainsi de l'extension au système de notations du 
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'*1, ce qui permet d'inlervertir l'ordre des TeUres des 
es. 

[■ les faces opposées AA'BBiA,A',BiBÎ s'exercent res- 
sèment les pressions élémentaires 



drdzp,, 




suivant at. 


-drdi{pu + 


% 


<(♦) . «,',, 


e réduisent à 






-■^■''■'*% 


suivant al, 


drdzdi/p,t 




«/■; 


drdiptr 




suivant ar. 


— dr dz (pir ■+■ 


Ml 


it) ■ a,r„ 


i réduisent à 






-drd.d^'-^ 


euivant ar, 


- drdzdifdtr 




ai; 


drdzp, s 




suivant Oî, 


- drdz {p„ + 




rfj) . 0., 


i réduisent à 






-drd,dif^4il 


suivant Oï. 



jr les deux autres couples de faces, les pressions sem- 
is ont la même direction et chaque couple ne donne 
le seule résultante. On a pour la face AA,AjA' et son 



■d^dz lrpri.-\ ^^dr\ = — drdsd'^ {prr-\- r ^^ ) suivant nr, 

d^dz (rpri H ^— ^ dr\ — — drdzdif ipri -i- F -4^) SUivaDl ni, 

■d^dzlrp,■--^ — ^^ dr\ =~-drdid^ (p,:-*- f -^j suivant 0?. 
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Enfin, on trouve facilement pour le troisième couple de 
faces 

— rd^dzdr -^^ suivant Oz, 

— rd^dzdr -^^ » at^ 

— rd^dzdr -f~- » ar. 

^ oz 

Si maintenant, pour chacune des trois directions considé- 
rées, on fait la somme des composantes des pressions élémen- 
taires et de la projection correspondante de la force exté- 
rieure, on trouve, pour les équations cherchées, 



(7) 



àPrr . 
àr 


I 
r 


àprt 


^- 


àprz 

dz 


-i- 


Prr 

r 


Ptl 


pR, 


I ^^1 
r d^ 


H- 


àptr 

dr 


-h 


àptz 
àz 


-h 


2 


-pT, 




àPzz . 
dz 


I 
r 


àpzt 


-+- 


àPzr 

dr 


1 


I 

-Prz 


-pZ 


('). 



( ' ) On établit de la même manière les équations d'équilibre intérieur en coor- 
données sphériques» que nous n'écrirons pas parce qu'elles ne nous seraient pas 
utiles dans ce qui suit {'voir, à ce sujet, notre Traité de Physique maihéma~ 
tique j 1. 1, p. i4S). 



II. 
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CHAPITRE XII. 

PRINCIPES FONDAMENTAUX DE LA THÉORIE MATHÉMATIQUE 

DE L'ÉLASTICITÉ. 



§ I. — Généralités. 

138. Lorsqu'un corps solide réel est soumis à Faction de 
forces extérieures, ses molécules entrent en mouvement; il 
se déforme successivement jusqu'au moment où l'équilibre 
s'établit. entre ces forces et les actions moléculaires modifiées 
par la variation des intervalles moléculaires. Si les intensités 
des forces extérieures ne dépassent pas certaines limites, dès 
que ces forces ont cessé d'agir, le solide finit par reprendre 
sa forme primitive à la suite de vibrations moléculaires. Cette 
propriété constitue ce qu'on appelle Vélasticité. 

Tous les solides sont élastiques dans certaines limites, va- 
riables avec leur nature; mais généralement la propriété de 
l'élasticité ne subsiste que pour des déformations très petites 
par rapport aux dimensions du corps ou, si l'on veut, pour 
des variations relativement très petites des distances inter- 
moléculaires primitives, variations dont on néglige par suite 
les carrés. 

On considérera les forces extérieures et les pressions comme 
agissant sur les éléments non déformés du volume; on fera 
abstraction de la déformation de la surface du corps sur la- 
quelle peut s'exercer une pression quelconque. 

139. Déformation d*un corps élastique sous V action de 
forces extérieures. — Soient 

m\ m les positions de deux molécules du corps à l'état na- 



r 



{a) 
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turely dont la distance r est au plus égale au rayon de 

la sphère d'activité; 
ccy y, z Q\. X -\- hy y -h ky z -h l leurs coordonnées par rapport 

à trois axes fixes 0^, Oy, Oz; 
m\, nti les positions que prennent m\ m après la déformation ; 
^-\- u, y -^Vy z-{- w\qs coordonnées de m\ . 

Les longueurs u, Vy w, h, k, l seront censées assez petites 
pour qu'on puisse en négliger les carrés et les produits deux 
à deux. 

Nous poserons 

^ du i ^^ ^ ^^ 

^^=dï' ""^d}' ^'^Tz' 

du dv dv div dw du __ 

^^^ = 5? -^ dï = ^^^-^ ^^^= Tz ■'" 'd} ^ ^^^' ^""'^ â^'^Tz- ^"•"• 

et nous désignerons par x, rj, Ç les projections de m\mi sur 
Ox, Oj, 0^. 

La coordonnée de nii parallèle à 0^ s'obtiendra en rem- 
plaçant j?, y y z par x-^h^y-^k, z-^l dans celle de m\ et 
sera par suite 

du . du , du ^ . , ^ .du .du 

dx df dz of oz 



par suite 



^ = (i -+- 8^) A -h Ar — H- / — , et de môme 



(b) i 7) -=-£h-^k{i-^^y)'\-l£y 



^ dw . . dw .. j . 



Soient 



^'Xy ^'fi9 ^'^ trois axes parallèles à 0.r, Oy^ Oz menés 
par m' ; 

m/ n la droite égale et parallèle à m'^ /ni (les coordonnées den 
par rapport à ces axes seront x» tq> C) ; 

dt^ un élément superficiel dans le corps à l'état naturel» pas- 
sant par m'; 

a, (3, y les angles de la normale à dtù avec m'-^, m' yj, /w'Ç. 
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talions. —- Supposons que le point m se trouve sur 
aie à rfu; nous avons A=:rcosot, k^rcos^, 
y, par suite 

tissement relatif, posiliT ou négatif de m' m ou 



'■ — -V^C^-t -*)*-!- C — " de m' m est ce qu'on 

1 dilatation normale à diù, et l'on a, vu (6), en négli- 
cairés et les produits des dérivées partielles de u, 
sées aussi très petites, 



f'd'u" dv\ 



-hfayûosacûsp -+- Yj-iCOspcosT-t- YiiCOSYCos». 

■arquera que dx, par exemple, est la dilatation dans 

im'x- 

, r' se trouvent sur Irais directions rectangulaire», 

8,^-S^.H-S^.= 8j-i-Sj,-f-fi,= const., 

rvait être; en effet, le parallélépipède dxdyds efi 

= rfj:rff-<fe(H- 8ï-H S^H- 8z), 

r la dilatation cubique, qui est indépendante de 
on des axes coordonnés, A — d^, + 3^. -+- è.. 
que m'n est la normale matérielle m' m déformée; 
ctérisera par l'index N, et on désignera par ai, |3,, 
[les qu'elle forme avec 0^, 0/, Os; on aura aussi 

X / r - > du . du 

î, = + . . . , 
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II. Glissements. — Nous supposerons ici que m se trouve 
dans le plan de eloi, et nous désignerons par dc^t 1^ position 
que prend cet élément après la déformation^ transportée pa- 
rallèlement à elle-même en m'. Nous avons d'abord 

{e) Acosa-î- Arcosp -^/cosY = o. 

Si nous résolvons les équations {b) par rapport à h, k, /, 
nous obtenons des résultats de la forme 

D./i = x("-^^r-+-^z) — ïi^ — ç|^> D.A: = ..., D./=... 

et en portant les valeurs de h, k, l dans l'équation (e), nous 
trouvons pour l'équation du plan de dtù^ 

X I (i -+- h-^ 5,)cosa — ^ cosp — ^ cosYj 
'^^ ^ ■.[ ] 

Soient ««, (3,, y^ les angles de la normale m' Ni à dtù^ avec 
/n')^, m't), m'Ç; on déduit de l'équation (/), 

cosas= (i — 8jc8in*a-{-SjrCos*p-T-S2COS*Y)cosa— -j- cosp— -j- cosv, 



''^ ^* cosp,= 



( 



COS-fs = 

L'angle yr = (Ni, N,) est ce qu'on appelle le glissement 
dans d(Mï ; c'est ainsi Tangle compris sous la normale maté- 
rielle déformée et la normale à Télément déplacé. 

Si Ton porte m'N^ = m'Nj = i, on a yr == NiN„ et pour sa 
projection sur Oo?, 

En ayant égard à {d)y où l'on remplacera àr par sa valeur (i), 
et à (g)y on obtient 

Yrx = 2(8x sin* a — ly ces* P — ^z ces' Y ^ «osa 

— ( txy cos p -H Yxz cos Y ) cos 2 a — 2Y^z ces « ces p ces Y, 

1 Trr= > 

( Tr2 = ^ 
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st parallèle à 0/, on a p = o, « = y = 90" et /„ — yyx, 
'i' cl yr est le glissement dans l'élément en m' nor- 

'r- 

Dilatations et glissements se rapportant à deux élé- 
■ectangulaires normaux au plan xOy. — Soient 

l'y' les normales à ces éléments; 
inaison de la première sur m'x ou m' x' ; 
s projections de «+ c sur m'x', m' y'. 

X —x^cosa — ysina, y = x'âoa-hytoea., 
u' = u cosoi -H c eiQ«, t^= — «sino-»- ccosa, 

- àv . du' au , . 

àx ' àjr àx 

. . àv (V da . . 

= — 6-sina + -r-cosix, -T- = — -r-8ina-i- Sycosa: 

àx ây dj' 

)ur les dilatations, 

du' d«' dx du' àr r. . » . . i 

dir* àx àx àjr âx ' -x ' 

dp* t 
' = T-j = S» 8iD*« -*- Sycos'p Y^r^'"^"- 

en suite 

du' . du' ' ,t 5 , ■ <'■'■. au , 

(8j,_S,)8in2a+ — 

1 faisant la somme, 

txy— (Bj— Si)8iii2n-fiyC08ai 



au . , 
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Enfîn, on trouve de la même manière 

( 4') Yx'z = Y^a cosa +- Yr^ ^^^°^' 

141, Expressions des composantes des pressions en coor- 
données reclilignes. — Corps homogènes, — La pression sur 
un élément d(ù ne dépendra que de la variation des longueurs 
mm' et des obliquités de leurs directions sur leurs directions 
primitives, c'est-à-dire ne dépendra que des déplacements 
relatifs des molécules situées dans le voisinage de d(ù. 

Considérons en m ou (oc^y^z) trois éléments perpendicu- 
laires à Oxy Oj'j Oz déterminant un tétraèdre; les déplace- 
ments relatifs des molécules situées dans le voisinage du 
tétraèdre seront caractérisés par djc, 3y, d,, y^y, y^zy yzx* Les 

pressions p^xy Pyyy Pzzt Pxyy Pyzy Pzx SCrOUt donC dcS foilCtiOUS 

des d, y et des fonctions linéaires, puisqu'on néglige les car- 
rés de ces quantités. 

Les coefficients des d, y seraient en général des fonctions 
de Xy yy z\ mais, comme nous ne considérons que le cas de 
Thomogénéité, ces coefficients seront des constantes. 

Les parallèles mxy mj, mz à Oxy O7, 0^ seront des axes 
de symétrie moléculaires du corps à l'état naturel, quelle que 
soit leur orientation. 

Soit d'abord 

(I) Pxx = ASx -+- B8y -t- C8^ -f- Dy:,^ -+- Ey*2 -+- Fy, 

En permutant Xyyy on obtient 

(•2) pyy — B8a: -+- ASjr -4- CSz H- Ey^y H- Dyot* -+- Fy 

Il est inutile, quant à présent, d'écrire piz. 
Comme dans l'expression 

p^y = A'So: -f- B'8y -+- C'85 -+- D'Yzr -+- E'yxz -+- F'ïxy» 

on doit obtenir le même résultat en permutant Xy y y il faut 
que B'= A', £'= D'; par suite 

(3) p;^y = A'(8:r -H Sy) "+- C'8;: ^ D'(Yzr -+- Y:rz) -+-F'Y:rr, 
d'où, par des permutations de lettres, 

(4) pxz =A'{8y-H8z)-+-C'8y-f-D'(Y2rH-Ya:r) + P'T«, 

(5) p^y= A'(8y H- 8^) -h C'8x-t-D'(Yxy-HTzx) -^ F'y;»/- 



xy 



xy* 



\ 
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Soient mx'y my' deux axes rectangulaires quelconques tra- 
cés dans le plan xOy\ a l'angle x' mx. On identifiera les deux 
valeurs de /?a-'x', obtenues : i® en substituant dans Téqua- 
tion (i) les expressions des 3^?', dy, y^^v ^^ '^^ ^^^î 2° en se 
reportant à la première des formules (6) du n*» 136, en ayant 
égard aux valeurs ci-dessus (i), (2), .... On obtiendra de cette 
manière 

— (F H- A')8in'2a = o, (F — A')sin2a = o, C'sinaa — o, 

/-_rZ„_F'jsin2a = o, 

— (i-h 8ina)D8ina-|-(i — C08a)Ec08a — D'sin2 3 = 0, 
(i -hCOsa)Dcosa-f- (i — sina) Esina — D'sinsa = o. 

Les quatre premières de ces relations donnent 

o = F=A', C'r-o, A = B-+-2F' 

et les deux autres en y faisant respectivement a = -î « — , 

— 0, E = o, 

ce qui entraîne, vu ces dernières relations, D'r- o. 
Nous avons donc déjà 

;)^^ = (B -H 2F')<r:r -t- B8^ -+- C8z, 
jpj^j, = B8:r -+- (B -f- 2F') 8y H- C8a, 

Pxy — F'Ya:y , Pyz — ^'^yz , Pzx = ^'fzx- 

Des deux premières de ces équations on déduit, par des 
permutations de lettres, 

;?„= (BT+-2F')8z-^- BSy-4-G83, 
/?„ = B8.r -H (B -h 2F') 82 -h C8^, 

ce qui exige que C ^r B. 

Si Ton pose 8= — X, F' — — |jt, et qu'on continue à dési- 
gner par ^z=zdjc-hdy-hdz la dilatation cubique, on obtient 

(A) ( Pyy^"~^'^'^'^'^^^y^' 

Jf?2a = — (^A-+-2[Ji8-;), 

Pxy = — l^^xy, Pxz ~ — (^Yxs, Pyz = — }^^yz' 
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En substituant ces valeurs dans les équations (i) du n°131y 
nous obtiendrons trois équations aux dérivées partielles entre 
les inconnues u^ v^ w. 

£n se donnant la loi de la répartition de la pression sur la 
surface, on aura des conditions à remplir, qu^on exprimera 
au moyen des formules du n"* 132. 



142. Expressions des pressions en coordonnées cylindriques. 
Soient (yZ^. 55) 

Fig. 55. 

z 
c 








tY't 



OX, OY, OZ trois axes rectangulaires fixes; 
a, C les projections sur le plan XOY et sur Taxe OZ d'un 
point A du corps à l'état naturel ; 

r = 'Q'a = ÇÂ, ^ = \r, x), z = 'Qt% 

Xe ou at la perpendiculaire du plan ZOA menée dans le sens 

de d\\t; 
Ox^ Oy deux axes auxiliaires dirigés l'un suivant a et l'autre 

parallèlement à at. 
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n^ les déplacements de (A, a), suivant Oa, at, OZ; 
U, V-t-rfV, W + rfW les déplacements d'un point 
a') infiniment voisin de (A, a). 



éplacement relatif de (A', a'), par rapport à (A, a), a 


omposantes 




v..v,.t = ^^*.,^,.,.S.- 


'-^, ..i.a..O 


[J + dU) rf^. = ^ dr + ~ rrf^ -^ ^ <fc H- 


""•K . Oj 


i dx = dr, dy^rd'^; par suite 






-ï' 


df do- dV 1 rfW 




du dW 




I dD V dV 

''■•=;dîr-7 + d7=^" 





('— S)- 




/dV 1 dWN 


K-(;^^s)]. 


/dU dW\ 


("--S=). 




/i rfU V 



i qu'on n'a plus qu'à substituer dans les équations (7) 
137. 
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143. Expressions des pressions en coordonnées sphériques. 
Soient {fig. 56) 

Fig. 56. 

z 




Fig. 56 bis. 




OX, OY, OZ trois axes rectangulaires fixes; 

A un point du corps à l'état naturel» projetée en a surXOY; 

Ox la trace du plan ZOA sur XOY; 



/• = 0A, 0z=ÀOZ, 4' = xO^ l®s coordonnées de A; 
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A m la perpendiculaire à OA, dirigée vers XOY, comprise 

dans le plan ZOx; 
A^ ou a^ la perpendiculaire en A ou a ou ci-dessus, dirigée 

dans le sens de Taccroissement de ^; 
Oxy Oy, Oz trois axes auxiliaii^es, le premier dirigé suivant 

OAr et les deux autres étant respectivement parallèles à 

Am, A^; 
U, V, W les projections du déplacement de A sur A/*, A/w, 

A^ 

On a (yî^. 56 bis), pour les composantes du déplacement 

de A, 

IU sinO H- VcosÔ, suivant Ox> 

Ucose — V sine, n OZ, 

W, » Oz. 



Soient (yî^- 56 ter) 



Fig. 56 ter. 




W+<iW 



(A'y a') un point inûniment voisin de (A, a); 

Ox' la direction de Oa'; 

Oz' la perpendiculaire en à Oa' dans le plan XOY. 

Le déplacement de (A', a') a pour composantes 



ou 



(a') 



U sinO-f- VcosO 
Ucose — VsinO 



d(\] sinO -+- Vcosô). suivant 0^', 



^(Ucosô-hVsine), 



OZ, 

03' 



u 8ine-4-Vco80 
Ucose — V sine 



d(\J sine -h V cose) — Wd^, suivant O^i 



rf(Ucose — Vsine), 



w -I- rfW H- (U sine ^ V cose) tf^. 



» 



oz, 

Oz. 
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Il résulte de (a), (a') que Ton a, pour le déplacement re- 
latif de A' par rapport à A, 

id-^ = rf(U sinO H- V cos6) - W d^j suivant 0^» 
dX, = rf(Uco86 — V sinô), » OZ, 

dw=dW -¥-({Jsm^-hYcosQ)d^y » Oz. 

Si du, dv sont les projections du déplacement ci-dessus 
sur 0^7, 0/, on voit que (fig. 56 bis) 

du =. di sine -4- dl cosS = rfU — Vc/e — W sinO d^, 
dv = dx cos6 — dX, sinô = ^ -i- U rfe — W cos6 d^, 

dw = dW-h (U sinô -+- Vcose)^^;. 

» 

Mais dx ■=^ dr, dy^=.r dB, dz^^r sin B v|>, par suite 

Sx = -r- ^ Sr, 8y=- ■:^-i-- = 6m, Sz= — ^-^ -rpH- ' (U-hVcote) = Of, 

àr ^ •' r â^ r ' ^ rsin6 d<|; /• / o 

_ dV I <^U V _ 

"^^^ ~ r sin« d^^ r~ " ' dr ~ ^"•' 
I dW 1 c^V W ^ 

^ZY = - -zr H r-^ -Tf cote = Y/m. 

On pourra donc exprimer prr—Pxx, Pmm=Pyyy pu — Pzz, 

Prm^Pxyy Pmt —Pyzy Ptr — Pzx eU foUCtlon de U, V, W. 

§ II. — De la traction et de la compression. 

1^4-. Traction d'un prisme (*). — Soient L, û la longueur 
et la section d'un prisme, censé vertical pour plus de simpli- 
cité, dont l'extrémité supérieure est rendue fixe, tandis que 
son autre extrémité est soumise à une traction uniforme 
dont Q est la résultante. 

La pression sur ]a surface latérale est censée nulle. Nous 



(*) No.us aurons occasion de nous servir de Texpression tixe d'un prisme. 
Cet axe est le lieu géométrique des centres de gravité des sections droites. 
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prendrons pour Oz la verticale du centre de gravité de la 
section fixe. Nous admettrons, sous toute réserve de justifi- 
cation ultérieure, qu'on a 



O = pxx = Pyy = Pxy — Pyz = f>zx, 






Les équations ( i ) du n*» 131 où Ton devra faire X =: Y = Z = o 
sont satisfaites, ainsi que Téquation (2) du n^ 132 et celles qui 
en dérivent. 

Les hypothèses p^x = o, Pyy = o reviennent à 

(X -+- 2fJi)8ar 4- X(8y-f- 8^) = 0, (X H-afx)8j. -+- li^z-^^x) = o. 



d'où 

(a) 



^x = ^y = 



X8. 



2(X-4-tl) 



Il y a donc une contraction latérale qui serait \ de dz pour 
les fils d'acier d'après les expériences de Cagniard-Latour, ce 
qui conduirait à l'égalité X = fz, à laquelle Poisson était par- 
venu, et qui est conforme aux expériences de M. Cornu sur le 
verre très homogène. 



En exprimant que pzz 



^> on obtient 



et, en substituant la valeur ci-dessus commune à d^y ^y» 

(3X + 2fx) gg;^ 
V l^ X -4- ji dz 

Les conditions o = pxy=^Pyz = Pzz sont satisfaites en ad- 
mettant que M, V, w ne dépendent respectivement que de x, 
y, z; alors, si / est l'allongement de L, on a 

^ •^ X-i- fi L L 



formule connue, dans laquelle Ë est la constante spécifique 
appelée coefficient d'élasticité, 

du ^ dv ^ Q 



Les formules (a), en y faisant da: = ::T-> *v = :t-> 5«= 



dx 



dy 



£Û' 



THÉORIE MATHÉMATIQUE DE l'ÉLASTIGITÉ. 47 

feront connaître u et ^, en ne perdant pas de vue que ces dé- 
placements sont respectivement nuls pour x^=^o^ y=io, 

La^supposition de la répartition uniforme de Q sur la base 
libre du prisme n'est pas nécessaire ; car, d'après Texpérience, 
les effets de la traction deviennent indépendants du mode 
d'application des forces extérieures à une très petite distance 
de leurs points d'application. On peut, par exemple, suppo- 
ser que Q est un poids attaché à un crochet adapté au centre 
de gravité de la base libre. 

Si ^ atteint ou dépasse une certaine limite ^, rallonge- 
ment ira en augmentant et bientôt la rupture se produira; 
mais, auparavant, si Ton supprimait la force Q, le prisme 
ne reprendrait plus sa forme primitive. Ainsi donc <R définit 
la limite de l'élasticité. 

Dans les applications, pour obtenir une sécurité conve- 
nable et parer aux éventualités, on fait en sorte que ~ at- 

« 
teigne au plus une valeur F dont les limites sont {qX-^ûq Si. 

On devra donc avoir 

d'où une limite inférieure de ^, qui sera d'ailleurs suffisante. 
C'est ce qui s'appelle la détermination de V équarrissage du 
prisme» 
La plus grande dilatation admissible sera 

La limite F a reçu le nom de résistance de la matière. 
14.5. La théorie précédente s'applique à un prisme tq^o- 

(* ) Cette dilatation est toujours très petite; ainsi, pour Pacier, on a 

E = 2 X io*% 

et Ton prend 

r = 8xio«; 

par suite 

S = o,ooo4* 
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sant par une base sur un plan horizontal, et dont la base re- 
çoit une charge Q. La seule différence consiste en ce que les 
dilatations sont remplacées par des contractions. 

§ III. - De la torsion. 

11^6. Revenons au prisme du n"" 1^^; mais, au lieu de sup- 
poser qu'il est soumis à un effort de traction, nous suppose- 
rons qu'il est sollicité par un couple dont le moment est 3f[i 
situé dans le plan de la base libre. 

La déformation produite par le couple a reçu le nom de 
torsion. Chaque section droite aura éprouvé un déplacement 
gyratoire autour de 0^ et, généralement, ne sera pas resté 
plane. Ce déplacement est supposé proportionnel à la dis- 
tance z de la section au point fixe 0. 

147. Nous ne traiterons que le cas simple d'un cylindre 
circulaire plein ou annulaire en renvoyant, pour la généra- 
lité et les autres exemples, à notre Traité de Physique ma- 
thématique (t. I, Chap. II). 

Reportons-nous aux notations du n"" 142; d'après ce que nous 
avons dit plus haut, nous poserons, en désignant par m une 
constante inconnue, 

V= mz.r, 

et nous allons vérifier que, en admettant en outre que 
o = U — W, on satisfait aux conditions du problème. Les 
équations (2) du numéro précité nous donnent 

O = prr = ptt — Pzz = Pzr = Prt-> 
(l) ptz= — iimr. 

Les équations d'équilibre intérieur du n® 137, en y faisant 
0=:R = T — Z, sont satisfaites. 

En nous reportant au n° 132, nous supposerons, pour la sur- 
face latérale, que les axes 0^,.0j coïncident avec Or, O/, 
et, en faisant a =:= o, ^z=zyz=zgo'' dans la formule (2) de ce 
numéro et ses deux analogues, on trouve que la pression p' 
sur la surface est nulle, comme cela doit être. 
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Pour la base libre, on a 



OU 



DIL = m [L f r^ d(i) = " m ,u (ri — r\ ), 

JU 



en désignant par r„ i\ les rayons extérieur et intérieur du 
cylindre censé annulaire pour plus de généralité. Cette équa- 
tion fera connaître la constante m. 

Il n*est pas nécessaire que les pressions élémentaires 
soient réparties sur la base libre suivant la loi qu'exprime la 
formule (i); car les efifets de la torsion deviennent indépen- 
dants du mode de distribution des forces extérieures à une 
très petite distance de leurs points d'application, et ne dé- 
pendent en déHnitive que du moment de torsion dH. 

§ IV. -- De la flexion. 

148. La déformation d'un prisme produite par des forces 
extérieures, dans laquelle Taxe du prisme ne reste pas recli- 
ligne, a reçu le nom de flexion. 

La position d'un prisme peut, être déterminée par des ap- 
puis qu'on suppose réduits à des couteaux ou par des en- 
castrements. Un encastrement consiste dans un système de 
solides limité à une section droite qui, au point correspon- 
dant, rend invariable la tangente à l'axe .déformé du prisme; 
généralement, on le considère comme formé de deux cou- 
teaux très voisins l'un de Tautre, dont les tranchants touchent 
respectivement deux faces opposées du prisme. 

On voit que, en général, les réactions des couteaux sur le 
prisme donneront lieu à une résultante et à un couple. 

Nous ne considérons que le cas où le prisme est sollicite 
par des forces comprises dans uo plan de symétrie du prisme. 
Ce plan, dit de flexion, renfermera l'axe déformé du prisme. 

En réduisant le problème au cas très particulier d'une seule 
force agissant à une extrémité d'un prisme encastré d'autre 
part, supposant de plus la flexion très faible et que la force est 
perpendiculaire à l'axe non déformé du prisme, la théorie ma- 
il. 4 



5b 
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thématique de l'élasticité ne conduit à des résultats que pour 
un nombre très restreint de formes de la section droite (*); 
aussi nous bornerons-nous ici à exposer les règles établies 
dans Tancienne théorie de l'élasticité qui porte maintenant 
le nom de résistance des matériaux. 



IW. Soient {fig. Sy) 



Fig. 57. 



M. 



m-o 



MjJ 



a> 



m. 



Oœ Taxe du prisme à l'état naturel; 

yOx un plan de symétrie; 

a la section droite et I son moment d'inertie par rapport à la 

perpendiculaire au planjOa? passant parle centre de gra- 

vilé de la section. 

On considère le prisme comme composé de files de molé- 
cules ou fibres parallèles à 0^. La file suivant cet axe a reçu 
le nom de fibre moyenne. 

Soient encore 

Mo, Mo deux points consécutifs de la fibre moyenne; 
Wq/wJ, un élément d'une fibre dont d(ù est la section, limité 
par les sections £2 en M„ W^ et projeté sur le plan jOo:. 

Sous l'action de forces comprises dans le plan yOxj la fibre 
moyenne se déformera en restant comprise dans ce plan; les 
éléments MoMq, m^^m'^ viendront en MM', mm' {fig. 57 bis). 

On admet que, après la déformation : i® les fibres restent 



(«) Voir le Chap. II, § VI, de notre Traité de Physique mathématique. 
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parallèles; 2<> les sections matérielles Q sont restées planes 
sans que leur forme se soit altérée, et qu'elles sont restées 
normales aux fibres, d'où Mm = y]. 

Fig. 5^ bis. 




Désignons par C le centre de courbure et par p = CM le 
rayon de courbure de la fibre moyenne en M. (La perpendi- 
culaire en C au plan yOx a reçu le nom d'aœe de flexion.) 

On assimile mo/w^ à un prisme qui, pour se transformer en 
mm', a été soumis à la traction positive ou négative Eâcfw, 
en posant 

^ ___ mm' — /Wq/Wq __ mm' — MqMq 

mo/w'o MoJVr^j 

Or 

? 
par suite 

P 



en désignant par 5o = — ° — - la dilatation de la fibre- 

MoM; 

moyenne en M. 

Transportons parallèlement à elles-mêmes en M les forces 
extérieures qui sollicitent la portion Mo^? du prisme; il en 
résultera un couple (dit fléchissant) dont le moment sera 
représenté par OR/ et une force P dont la composante, sui- 
vant MM', sera désignée par P,. Nous aurons aussi 



i 
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d'où 

(i) P, = eqs«, 

(.) on = S. 

i-'U) Ces deux équations s'appliquent à des flexions quel- 
s, mais qui, dans les applications, sont toujours très 
, Aussi nous bornerons-nous à traiter la question sui- 
]ui se rapporte à une flexion quelconque, 
risme horizontal, dont la longueur est /, est encastré 
t l'on adapte à son extrémité libre A un poids Q sous 
duquel la fibre moyenne prend la forme OA (ligne 
(fi) qu'il s'agit de déterminer. 
Il 

s coordonnées d'un point quelconque m de OA, où la 
inte est inclinée de l'angle B sur Ox; 

9, les valeurs de x,y, 6 qui se rapportent à A. 

uil de là 

EI^=_Qcos9, 

n multipliant par dd et intégrant, 

I (iS* 

-EI-j-r = — Q8in9 + conat. 

■1 as' ^ 

-r- est nul pour a:' = ^, ou 9 = ô, , par suite 

^EI^ = OC8iiiO,-8ine). 



THÉORIE MATHÉMATIQUE DB L'ÉLASTICITÉ. 53 

On déduit de là 



vsi 



• d 



v/sin6i — sin6 



La longueur de OA ne diffère de / que d'une quantité de 
l'ordre de ô qu'on peut négliger, de sorte que Ton a 



=V/1X 



8» 



^6 



v/sin6i — sin6 
et enfin 



^ = I / -^ '/ - — = iZ-TT- (/sinôi — /sinôi — sinO), 




El .r cos 

^Jo /sînë 

>6 



v/l.( 



sin e (/6 



/sinOi — sinO 



151. Supposons que la flexion d'un prisme soit assez faible 
pour qu'on puisse négliger -j-^ devant l'unité ; nous aurons 

p dx^ 

Nous pourrons estimer P, et OU' en faisant abstraction de 
la déformation, de sorte que les équations (i) et (2) du n** IW 
deviennent 



ar» 



(3) Eû8o=P, 

(4) ElS = ^^- 

Si le prisme n'est sollicité que par des forces perpendicu- 
laires à 0^, on a Par = 0, do = o. La fibre moyenne n'a pas 
varié en longueur et, pour ce motif, on lui donne quelquefois 
le nom ù!axe neutre. 

Applications. — i** Un prisme dont la longueur est il re- 
pose par ses extrémités A, A' sur deux appuis de niveau et est 
soumis en son milieu à l'action d'un poids Q. 

Soient C le milieu de la fibre moyenne déformée pris pour 
origine des coordonnées; Cy la verticale de ce point dirigée 
en sens inverse de la pesanteur. 
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Pour Tare CA nous dirigerons Cx du côté de l'appui A; la 

O 

réaction de Tappui A étant évidemment — > nous avons 

mais, en raison de la symétrie, la tangente en C est horizon- 
tale; on a donc, en intégrant 

L'équation (a) peut s'écrire 

I _ Q l — x 
p ~ 2 El ' 

et si Ton désigne par e* pour il la plus grande valeur de y)*, 
la plus grande dilatation dans la section répondant à x sera 

Q l — .r 
2 £.1 

et, en faisant varier a?, sa plus grande valeur sera e — =rï i qu'on 

r 

devra égaler à = pour obtenir l'équarrissage. On aura donc 

^ ^ 
e - î = r. 

2 I 

Supposons, comme exemple, que la section soit un rectangle 
dont la base est 6; on a I = ^ be^, par suite 

d'où l'une des dimensions b et 2 e lorsqu'on se donnera 
l'autre. 
hdi flèche ou la valeur de y pour a? = / est 

•^ .6EI* 
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2*> Supposons que le même prisme, au lieu d*être sollicité 
par le poids Q, reçoive une charge proporlionnelle aux élé- 
ments dx de la fibre moyenne, et désignons par/? la charge 
par unité de longueur; nous conserverons les axes coor- 
donnés ci-dessus. La réaction de chaque appui étant />/, nous 
avons 

d'où 

"•^ -!(''-t)"- 

Nous en resterons à ces deux exemples, en renvoyanl, pour 
plus de détails, au Tome Y de cet Ouvrage. 



§ V. — Enveloppes cylindriques. 

152. Soient r©, r, les rayons intérieur et extérieur d'un tube 
dont les parois intérieure et extérieure sont soumises aux 
pressions normales constantes P© > Pi- Le tube est fermé à 
ses extrémités par deux fonds identiques, plans ou de révolu- 
tion autour de son axe 0^, de manière que toute section soit 
soumise à une traction uniforme F. De la relation évidente 

on tire 

(0 p^Pç^-P.rî 



• 



'•î — ^ô 



Nous nous reporterons maintenant aux n^' 137 et ik2. Les 
molécules du tube situées, avant la déformation, dans un 
plan méridien restant comprises dans ce plan quand elle s*est 
produite, on a V=io; d'ailleurs U, W sont indépendants 
de ({;. Nous admettrons que U est uniquement fonction de r 
et W de z. Les pressions tangentielles sont alors nulles et 
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nous avons (a** 1^2) 

Les équations de l'équilibre intérieur (n° 137) se ?éduisent 
aux suivantes : 

(3) / 

d*W 

La seconde de ces équations revient à , ^ > d'où, en pla- 
çant l'origine au milieu de l'axe du tube et désignant par C 
une constante, 

(4) W = C3. 

La première des équations (3), eu égard au^C deux pre- 
mières des valeurs (2), donne 

rf*U I d[] U 



dr^ ' r dr r^ 

* 

ou 

d^ _r_ 

dr^ dr ~~ 

On déduit successivement de cette dernière équation, en 
désignant par A et B deux constantes, 

du U , drU , 

-y--\ — =2A OU -^— = aAr. 

dr r dr 

(5) U = Ar-+-?. 

r 

En substituant les valeurs (4) et (5) dans les formules (2), 
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on trouve 

;7^;. = — 2(X-f-{l)A— 2|i.~-HXCj, 
\ Pzz = - [2XA-4-(X-+-2Ht)C]. 

S'il s*agil d'un cylindre plein soumis à une pression exté- 
rieure Pj, il faut que B = o pour que U ne soit pas infini pour 
r = o, condition qui remplace celle qui se rapporte à Po. 

Comme la pression pzz est constante, elle est égale à — F, 
ou 

Po/-î-P,rî 



Pzz= — 



/.î t.* 



Si Ton exprime, en se reportant aux valeurs (a'), que prr^^Po 
pour r =z Tq, prr = Pi pour r^r^zr^ et que Pzz a la valeur ci- 
dessus, on trouve 



P»'-?-P"-î.>o. 



^ ' 2(ji(rî— ;•«) ^ ' 3X-1-2(i ri— ri 

On a aussi 

<7> ^'•=5r='^-7i' *' = 7 = '^ + 7i' *= = <^- 

Pour une même râleur de r on a d( > d^; le maximum de 
à, répond à r =r r, el a pour valeur 

/«^ w_ ' P Po'-o'-Pi'-î . (Po-P i)'-îl 

<8) 8'-;:îZ:7îL-3lTîir-^ — ï]r— J' 

Supposons que l'épaisseur e = Tj — r<> soit assez petite 
pour que nous puissions en négliger le carré; nous avons 
rJ=:/J H- a/'o^ et 

/ g.x g, ^ (3X+4ti)(Po-Pi)/'o 

^ ^ ' 4Hi(3X-h2[Ji)e 

Pour déterminer e, nous poserons 

g, ^ r ^ Ck-h[i)T 

' E (3X-*-2ii)jx' 
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d'où, VU (8'), 

(3X-t-4fi)(Po-Pi)ro 

^^^ 4r(X-f-K) 

En prenant >=:= jui, il vient 

7 (Po-Pi)ro 

8 r 

La formule pratique 

^ (Po-Pi)ro 
e= p , 

adoptée pour les chaudières à vapeur, offre encore plus de 
sécurité que la précédente. 

§ VI. -— Plaques circulaires. 

153. La position d'une plaque sera définie soit par un 
encastrement suivant son périmètre soit par un appui de ce 
périmètre sur Tune des bases d'un cylindre creux. 

Les deux faces sont respectivement soumises aux pressions 
normales constantes P© > Pi. 

Soient 

R le rayon et e' = 2£ le rayon et l'épaisseur de la plaque; 

P =z Po — V^ldi pression effective; 

xOy le plan moyen de la plaque et le centre de la section 

qu'il détermine; 
Oz\di partie de Taxe de la plaque située dans le milieu qui 

produit la pression P^. 

Il faut se reporter aux n°» 137 et 142. On a V=o et U,W 
sont indépendants de 4*; psir suite, 



(I) 





?! -U 


, àW 




Irt = O, 


Y« = 0, 



(2) 



Pzz= - l(X-f- 2fx)8;:-f-X(8;.-h 8,)], 
Prz= — l^Y' -^ Pir = O, ptz = O. 
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Les équations de l'équilibre intérieur se réduisent à 
celles-ci : 

(3) { ^ ^ 

^Pzz ^ àprz ^ Prz _ ^ 

àz dr r ' 

Considérons. la section faite dans la plaque par un cylindre 
dont r et Oz sont le rayon et Taxe. Les réactions élémen- 
taires dans la section, dues aux —przy faisant équilibre à 
(Po— Pi)7r/« = P7rr«, ona 

s 

rdzprz-+- PTzr^= o 



• / 2ir 



ou 



jjr..dz=^^ 



En intégrant par parties et remarquant que ('5/?r«)-6 = o, 
on obtient 



-L 



oz 7. 



relation qui peut d'ailleurs se déduire des équations (3). 

Si Tqn remplace -j^ par sa valeur déduite de la première 
de ces équations, on trouve 

Nous avons maintenant, eu égard aux valeurs (2), 

-('-f^'-"")"<>-»rt(^-«.) 

mais, en vertu des valeurs (i), le troisième terme de cette 
expression est identiquement nul, et Téquation (4) se réduit 
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à la suivante 



Pour aller plus loin nous sommes obligé d'avoir recours 
à des hypothèses analogues à celles qui servent de base à 
la résistance des matériaux. Nous considérerons la plaque 
à rétat naturel comme composée de feuillets infiniment 
minces parallèles aux faces ; le feuillet compris dans le plan 
a^Oy sera le feuillet moyen. Nous admettrons que, après la 
déformation, l'épaisseur de la plaque n'a pas varié sensible- 
ment ou que da = o(*). Nous supposerons que la section 
faite, dans la plaque à Tétat naturel, par un cylindre cir- 
culaire dont Oz est Taxe, s'est transformée après la défor- 
mation en une surface conique normale au feuillet déformé; 
enfin, nous négligerons la dilatation radiale, nécessairement 
très petite, du feuillet moyen. 

Cela posé, soient 

p le rayon de courbure, en un point m, de la section méri- 
dienne du feuillet moyen déformé; 

Wo la valeur de W pour ce point ou l'ordonnée de m, paral- 
lèle à 0^; 

dW 
Ç^-^-T^le coefficient angulaire de la tangente en m, dont 

on négligera le carré. 



Comme Ç diminue quand r croît, on devra prendre - =— ;^; 

r 



dr 



Par un raisonnement identique à celui du n*» 14.9, on est 
conduit à poser 



(6) 



<>r= -= — ^~r* 
p an 



( * ) Ce qui est conforme au résultat donné par une expérience que nous avons 
faite vers i865 à Tatelier de construction de Casamène. Une feuille de tôle, bou- 
lonnée sur le bord d'un cylindre en fonte, a été soumise, au moyen d'une pompe 
foulante, à une pression assez forte pour produire une déforûiation permanente. 
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ce qui revient à 

dr ~~ dr 

d'où 

en remarquant que U est nul, en même temps que C» pour 
r = o. 
. Nous prendrons donc 

(6') a,=5=^^?, 

r • r 

et nous aurons donc, en vertu des valeurs (6) et (6'), 

"" fi?r* dr / ~~ dr r dr 

L'équation (5) devient, par suite, après avoir effectué l'in- 
tégration par rapport à z^ 

îi ,N , , rf I drt _ r 

3 ^ dr r dr i 

d'où, en désignant par C une constante. 



|<x.,,)ï^t,p(^,e), 



et, par une seconde intégration, 

sans introduire de constante pour que Ç ne soit pas infini 
pour r = o, et il sera alors nul pour cette valeur de r, comme 
cela devait être.' 
L'équation précédente revient à celle-ci 

(7) ^e.(X-^2^)^^ = P(^^.-j. 
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Nous avons maintenant deux cas à distinguer : 
1° La plaque est encastrée sur son pourtour. 
On doit avoir -— = o pour r = R, par suite 

dr "^ % e»(X^-2fi) i6^ ^' 

On déduira de là Wo» en exprimant que ce déplacement est 
nul pour r = R. 

En se reportant à la formule (6), la plus grande valeur 
absolue de ir pour r constant est 

^Wo 3? I 

en faisant ensuite varier r, elle répond à r = R et a pour valeur 

'' '26»(X-h2lx) 8 

D'après la formule (6'), on voit que la plus grande valeur 
absolue de d/ répond ^ z-=z±z^ r=:o; mais, comme elle n'est 
que la moitié de d'^., il n'y a pas lieu d'en tenir compte. 

D'après ce qu'on a vu pour les enveloppes cylindriques, on 
a, pour la condition de résistance, 

.. (3X-t-afx) ., _ 



par suite, en supposant X = jx et remplaçant e par - 1 



(8) 



î' = o»79ii/-]r- = 0,791 /R^ (*), 



e étant l'épaisseur que doit avoir une enveloppe cylindrique 
de rayon R soumise à la pression effective P. 

2° La plaque repose suivant son pourtour sur un tube. — 
Nous avons à exprimer que />rr = o pour r=rR, En conti- 

( * ) Cette formule est notamment applicable aux fonds plats des appareils à 
vapeur. L'ajustage d'un fond, déterminé par des boulons ou des rivetSi détruit 
les pressions élémentaires dues aux p^^. Il y a donc une différence entre la dé- 
finition du mode d'encastrement en question et celle des prismes, sur laquelle il 
nous paraît inutile d'insister. 
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nuant à prendre X = (x, on a, en ayant égard à la valeur (7), 

5 

d'où C= gR'; la formule (7) donne alors 

dr^ -26» X 16 \ 8 / 

Les maximum des valeurs absolues de ces deux expres- 
sions répondent à r = o et comme ils sont égaux, on posera 



1 dWo 

r dr 






par suite 



(8') e' = ^^1?^= 0,884 v^. 

En comparant entre elles les valeurs (8) et (8'), on voit 
que Tencastrement a pour effet de réduire l'épaisseur. 



§ VII. — Enveloppes sphériqnes. 

iik. Soient 

/'o, Ti les rayons intérieur et extérieur de Tenveloppe ; 

Po > Pi les pressions normales constantes exercées respec- 
tivement sur les surfaces intérieure et extérieure de l'en- 
veloppe. 

On se reportera au n" 143, dans lequel on fera R = o, T = o, 
Z = o. On devra avoir V=o, U = 0, et U ne devra dépendre 
que de r. On aura, par suite, 

, du U 1 dr^l] 
dr r r^ dr 

et de plus o == p^ = Pm = Pmr- 
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>ncevons dans la masse une moitié d'enveloppe sphérique 
1 les rayons sont r, r + dr. Nous aurons 

en substituant kprr, pmm leurs valeurs (t), 
, rfi /d'il arfU\ 

|ui revient à 

a. ..,§ = .. 

a dilatation cubique est donc constante et, en la dési- 
it par 3A, la première des formules (i) donne 

f' dr 

I, B étant une autre constante, 
is avons alors 



P«,™=-[(3)-w--^*-^^"l 



n exprimant que />rr = P. pour '— To etprr=^Pt Pour 
r„ on trouve 



admettra que P^rJ — P,r5 >o. La plus grande valeur de 
: -est supérieure à celle de 0^= -t-, et répond à r = /-,; 
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on a pour cette valeur 

g, _ Vorl-^?or\ (Po-P»)rj 

' (3X-h2fx)(rî-r5)"^4Krî-rî)* 

D'après ce qu'on a vu plus haut, on devra l'égaler à 

{Jl(3X H- 2fJl) 

Si répaisseur e = Tj — r© est assez petite pour qu'on puisse 
en négliger le carré, on a 

et, en prenant X = fx, 

ce qui diffère peu de la formule pratique 

e = (Po-Pi)^. 



II. 
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CHAPITRE XIII. 

DE L'ÉQUILIBRE DES FLUIDES (HYDROSTATIQUE). 



15. Généralités. — Un fluide est un système matériel dont 
molécules peuvent se déplacer sous le moindre effort. 
irès l'expérience, la pression sur un élément plan compris 
s la masse d'un fluide en repos est normale à cet élément, 
ins les équations de l'équilibre intérieur des corps, on 
a donc supposer 

« = /'«, Pï)=l>)' P-.Z=P-., O = p^y= py^= p.,^. 

après le n" 132, on a /j^ = px cosa ; mais p'^ = />' cosa. D'oii 
Pz, ce qui exprime que la pression est égale en tous sens; 
ui constituait le principe expérimenial de Pascal, qui se 
ve ainsi supprimé. 

is équations du a" 131 deviennent, en supprimant les tn- 
s des pressions, 






£ = ^^' £=P'-' 



faut donc, pour que l'équilibre ait lieu, que le second 
ibrede l'équation (a) soit une différentielle exacte. 
L désignant par 9 la température, la relation qui définit 
ture du fluide sera de la forme 

F(p,p,e) = o. 

, X, Y, Z, 9 sont des fonctions données de ^r, y, s, les 
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équations {2), (3) feront connaître p et p en fonction des 
coordonnées. 

En supposant que la température reste constante, Téqua- 
tion (3) peut se mettre sous la forme 

et l'équation (2) donne 

-^ =X€Le + Ydr-i-Zdz. 

Ce qui exige que Xdx-hY dy-^Zdz soit une différentielle 
exacte, soit 

X(fjc-{-Ydx-^Zdz = d W{jc,x, z ). 

Pour les liquides, dont la compressibilité peut être négligée, 
on peut supposer p constant, par suite p constant. 

Pour les gaz maintenus à température constante, on peut 
écrire /?=: A: p, en désignant par k une constante donnée. On 
a alors 

dp= ^dw, 
d'où, C étant une constante arbitraire, 

p = Ce^ , P= Jc^^. 

On désigne sous le nom de sur/ace de nweau tout lieu de 
points où la pression a la même valeur. La famille des surfaces 
de niveau est définie par 

(4) p(\dx-i-Yd/-{-Zdz) = o, 

d'où, pour leur équation générale, 

(5) fp(Xdx-^Ydj^-h Zdz) = consl. 
L'équation (4) revient à 

(6) Xdj:-i-Ydjr-^Zdz = o, 

ce qui exprime que la force extérieure en un point est nor- 
male à la surface de niveau passant par ce point. 
Si le premier membre dé l'équation (6) est une différen- 
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tielle exacte, cette équation sera l'équation différentielle des 
surfaces de niveau; s'il en est autrement, p sera le facteur 
d'intégrabilité de l'équation (4)« 

Pour obtenir les équations d'équilibre d'un fluide en coor- 
données cylindriques, il suffit de supposer Prt'=Ptr = Pzr^=0, 

Pf.r=^Ptt-=Pzz^=P dans celles du n® 137, ce qui donne 



i-p". 






= PT, 



dp 

ôz 



= pZ. 



156. Des fluides pesants. — Considérons une masse fluide 
d'une étendue assez restreinte pour que, en chacun de ses 
points, l'accélération g de la pesanteur puisse être con- 
sidérée comme constante en grandeur et en direction. 

Soient 

un point du lieu où l'on se trouve et qu'on peut fixer arbi- 
trairement; 
0^ la direction de la pesanteur; 
xQy le plan horizontal en 0. 

On aX = o, Y = o, Z=:^, ^=o, ^=:o, puis 



dp 

az ^ 



»> 



Les surfaces de niveau sont des plans horizontaux. 
^ Soit /?o la pression sur le plan de niveau xQy^ qui sera, si 
Ton veut, la surface libre s'il s'agit d'un liquide. On a 



p=/?o 



j 9Sàz, 



expression dans laquelle l'intégrale représente le poids d'un 
prisme vertical dont la base, égale à l'unité, passe par le point 
considéré. 
Pour un liquide, on a 



p=po-hpgz. 



^p 



Dans le cas d'un gaz à température constante, on a p = — p«, 
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puis 
d'où 

p=pQe P' . 

157. Résultante des pressions élémentaires d*un fluide 
pesant sur un corps qui y est plongé. — Supposons la surface 
du corps décomposée en éléments par des cylindres infinité- 
simaux parallèles à une direction horizontale, et soit d<ù la 
section de Tun de ces cylindres. Les composantes horizontales 
des pressions sur les troncatures étant pdcsSy — pdtù^ -h. . ., 
— pd(ù se détruisent. Les pressions élémentaires ne donne- 
ront donc pas de composantes horizontales. 

Concevons maintenant que la surface soit divisée par des 
prismes verticaux élémentaires. Pour un prisme, la résultante 
des pressions verticales en allant de bas en haut sera 

OU le poids du fiuide déplacé. 

Donc les pressions élémentaires sur le corps se réduisent à 
une force verticale , agissant de bas en haut, égale au poids 
de la masse du fluide déplacé et passant par le centre de gra- 
vité de cette masse (principe d'Archimède). 

158. Résultante des pressions exercées par un liquide pesant 
sur une paroi plane. — Nous ferons abstraction de la pression 
atmosphérique po qui, s'exerçant également sur les deux 
faces de la paroi, ne donne pas de résultat. 

Soient 

Oy la trace du plan de la paroi sur la surface libre ^0/; 
Ox' une perpendiculaire à Oy dans le plan de la paroi; 
ex l'inclinaison de ce plan sur l'horizon; 
x^y y^ z=z x' sina, xzzlx' cosa les coordonnées d'un élément 

superficiel t/&) de Taire £2 de la paroi; 
^1, x\ les coordonnées du centre de gravité de $2 parallèle à 

0^,0^'; 
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\t=l Jx'^dm le moment d'inertie de cette aire par rapport 
àO/. 

La résultante des pressions est 

P = f^gz d%à = p^ÛZj = Çigilx\ sina 

et est égale au poids du prisme vertical ayant pour base £2 et ^i 
pour hauteur. 

Soient x'> "n les coordonnées parallèles à 0^', 0/ du point 
d'application de P, appelé centre de pression; on a, en pre- 
nant successivement les moments par rapport à 0^', 0/, 

P^ ^fgpzdbjjr — pgsïnoLfx'xdtà, 
PX.' = /^P^^**'-^'=PoIsina, 
d'où 

ai X I M X I 

Si. 0^', par suite 0/, est un axe principal d'inertie de i2, on a 
TQ z= o, et le centre de pression se trouve sur 0^'. 

Comme exemple, considérons le cas où ^ est un rectangle 
dont un côté i h coïncide avec 0/ et soit le milieu de ce côté ; 
si 2 a désigne l'autre côté, on a 






et enfin 

ce qu'il est facile de traduire en langage ordinaire. 

159. Résultante des pressions sur une paroi cylindrique dont 
les génératrices sont horizontales, — Il suffît de considérer un 
tronçon dont la longueur est l'unité ou simplement la section 
droite. Soient 

l'intersection du profil avec le plan de niveau; 
z =/(d?) l'équation de cette ligne; 
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a, c les coordonnées parallèles à j? et 0>s de rexlrémité in- 
férieure du profil. 

On a 



Si x> Ç sont les coordonnées, parallèles à 0^, Oz, de Tinter- 
section de la direction de P avec le profil, à laquelle nous 
continuerons à donner le centre de pression, nous aurons, en 
prenant les moments par rapport au point 0, 

Cette équation, jointe aux précédentes et à la relation Ç=i:/(x), 
permettra de déterminer % et Ç. Cette solution peut être utile 
dans rétablissement de certains réservoirs. 

160. De l'équilibre relatif d'une masse liquide pesante 
animée d'une rotation uniforme co autour d'un axe Oz dirigé 
en sens inverse de la pesanteur» — La surface étant de révo- 
lution, il suffit de considérer une section méridienne zOx; la 
seule force apparente étant la force centrifuge, nous avons 
{ù^xdx'—gdz-=Oy d'où, pour Téquation des lignes de niveau, 

^3 = const.C. 



Une surface de niveau est ainsi une parabole; on arrive 
géométriquement à cette solution en exprimant que la résul- 
tante de (ù^x et de ^ est normale à la ligne de niveau; car on 

obtient -— pour la valeur de la sous-normale. 

Supposons que, par le frottement, la masse soit entraînée 
dans le mouvement de rotation d'un tube circulaire autour de 
son axe 0^, dans lequel elle est renfermée. Soient le 
centre de la base du tube; R son rayon intérieur; h la hauteur 
du liquide en repos. Proposons-nous de déterminer la valeur 
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de la constante C qui se rapporte à la surface libre. Nous 
avons 

7zl\^ /i = 2TZ I zjcdx = — -^ / ( C]x^dx. 

J s J^ \ '^ I 

d'où C. 

161. Une masse liquide pesante est comprise entre un plan 
horizontal, deux plans verticaux parallèles et un plan per- 
pendiculaire à ces dernières (exemple, écluse). — La surface 
du liquide reçoit l'action d*un courant d'air horizontal con- 
stant parallèle aux parois latérales. Déterminer la forme de 
la surface libre. 

Cette question, soulevée par Euler, donne un rare exemple 
des cas où la surface libre n'est pas une surface de niveau. 

Cette surface est évidemment cylindrique, et il suffit de 
considérer une tranche liquide parallèle aux parois latérales 
dont l'épaisseur est égale à l'unité, c'est-à-dire la section 
droite de la section cylindrique. 

Soient 

Oxy 0/ deux axes, l'un horizontal dirigé en sens inverse de 

la vitesse v du vent, et l'autre suivant^; 
n le poids spécifique pg du liquide; 
Q l'inclinaison de la tangente au point m {o\x x^ y) sur Ox. 

Nous admettrons que la pression exercée par le vent est 
proportionnelle au carré de la composante normale de la 
vitesse, et, en désignant par k une constante, nous la repré- 
senterons par A:p>*sin'0. 

Nous avons, en égalant deux valeurs de la pression en m, 

n(j-t-C) = ^(^«siii2 0. 
Si l'on prend pour origine le point le plus éFevé du profil 
ou répondant à 0=o, et si l'on pose 2 a = ~=^ , il vient 

ce qui représente une cycloïde dont Ox est la tangente à un 
sommet 0, et a le rayon de la circonférence génératrice. 
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162. Forme d* équilibre que prendrait à chaque instant la 
surface de la mer sous V action du Soleil et de la Lune. — 
C'est ainsi que Newton a posé la question des marées. Laplace 
a tenu compte des forces d'inertie et centrifuges composées, 
en admettant que le rapport de la profondeur de la mer au 
rayon moyen terrestre est petit (j^ au plus), qui ne sont 
pas sans importance dans les équations du mouvement de la 
mer(*). Les ondulations périodiques dues à la Lune et au 
Soleil s'ajoutent d'après le principe des petits mouvements; 
de sorte qu'il suffit de considérer en particulier chacun de 
ces deux astres. Les excentricités de l'orbite lunaire et de 
l'orbite apparente du Soleil peuvent être négligées. 

Le problème que nous posons ne doit être considéré que 
comme donnant un simple aperçu, quoique sa solution ex- 
plique sufQsamment le phénomène général des marées. 

Soient (/^. 58) 

Fig. 58. 




M, M' les masses de la terre et de l'astre perturbateur, cen- 
sées concentrées en leurs centres de gravité M, M'; 
a la distance des centres M, M' ; 
R le rayon moyen de la surface de la mer ('). 

Comme la surface de la mer doit être, à chaque instant, de 
révolution autour de MM'ar, il suffira de considérer une mo- 
lécule m de cette surface comprise dans un plan méridien 
yVLx, et on désignera par x = MI, 7 = ml ses coordonnées. 



(') Voir notre Traité élémentaire de Mécanique céleste, Ghap. VU. 
(») On a 



R 



R 



» le Soleil... - = -77 

a 29984 



M' 



Pour la Lune. . . . — = ^r- » tt = 

a 60 M 



o,oi3, 



^ = 324,439, 



^ "" a» M "" 10' ' 

- 5.' M! = ii . 

^~" a» M "" 10»' 
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Pour simplifier, on prendra égal à 1* uni té le coefficient de 
Taltraction newtonienne. 

Les accélérations dues aux attractions exercées sur m 
sont 

- de /w vers M', 



M 



de m vers M. 



Mais M' imprime au centre de la Terre l'accélération 

M' 

-7 de M vers M'. 

Concevons qu'on imprime au système (M, M') une vitesse 
et une accélération égales et contraires à celles du centre M 
ainsi ramené au repos. Dans ces conditions, Taccélération 
de m se composera de 



X = 



M' a — X 



Y= — 



M' y 



mlA!^ /wM' 



M' 


M 


X 


rt« 


R« 


a 


M 
R» 


X 
R 





suivant M:r, 



M/. 



En négligeant —r et a fortiori— -^ ^, on a 



a' 



/wM' = R'-+-a« — aax = a*( I ^j> 

—777-3 I / ^x\ 

et, par suite, 

^ (a^x\( , Zx\ M' Wx /M aM'N 

V /M M'\ 

Si Ton intègre l'équation Xdx -^Y dy = Oy et, si Ton pose 

_R3 M' 
^ «3 m' 
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on obtient pour l'équation de la section méridienne 

(1— 2y)^'-h (iH- y)J'= const. C. 

La surface de la mer serait donc un ellipsoïde de révolution 
autour de Mx, En négligeant y', les deux demi-axes suivant 
M^, M/, sont 

et, en exprimant que |7ra6'=^7rR', on obtient C=:R, et 
l'on a, par suite 

(i) (i_2Y)a,«-H(i^-Y)j' = R», 

ou, en posant a?*4-y'= /•*, 



(2) 



— 3 Y J^* -+- (i -^ y)'*' = R*- 



II s'agit maintenant d'exprimer^ en fonction de la latitude 
du point m et des éléments du mouvement de M, M'. 
Soient (/^. 59) 

Fig. 59. 
^1 




y 



M^' l'axe de la Terre; 

My la ligne des nœuds; 

Mo?', Mj?'^ ses perpendiculaires dans les plans de l'équateur et 

de l'orbite de M'; 
i l'inclinaison de celte orbite sur l'équateur, qui est assez 

petite pour qu'on puisse prendre cos/= i, sini =/' (*) ; 



(0 



Pour la Lune 1= 5* 8' 45* 

» le Soleil « =» 23'»a7'3o'' 
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n le mouvement moyen de M' autour de la Terre; 
n' la rotation de la Terre autour de son axe; 
m' la projection sur l'équation; 
X la latitude du point m. 

Les angles xlAx'y m'Mx' sont respectivement de la forme 

nt-he, n't-ht'. 

Nous avons 



m'M = rco8X, «' = /wm' = rsinX, 



x'= m'T cos(n't H- e') = rcosX cos(//'/ -+- e'), 
y = — rco8Xsin(//r-f-s'), ar' = a?'co8ïH-2'sini = x'-+- iz' 

et 

ix = x''cos{fit -+- e)-+-jr'sin(/if + e) 
= (x'-4-iz')cos(wf-t-e) -h/sinint -ht) 
= rjcosXcos[(/î + A/')^-f-e-+- s'J H-isinX cos(w/ -h e)]j = Kr. 

L'équation (2) donne 

r = Rrn-ï(3K»— i)]. 

D'où, pour l'élévation A = r — R de la mer au-dessus du ni- 
veau moyen, 

// = ïB(3K«-i). 

Si nous remplaçons y et K par leurs expressions, nous ob- 
tenons 

h = -— r Trfcos*X — asin'X -f- 3cos*Xco8r2(/z-f- w')^ + eH-s'l 

-+- 3« sinaX cos[(aw -h //)/ h- as -h s'] -+- C08(/i't + s')|). 

En choisissant convenablement l'origine des hauteurs, on 
peut supprimer le terme constant et écrire simplement 

^' =7 ^]j(C0S>Xc082[(/î-h/l')f-+-eH-£'] 

-HîSin2X[cOS[(2WH-/l')f -H 26 H- e'] -H C08(/l'* H- e') |). 
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Ces termes en 2nt mettent bien en évidence la production 
journalière, à des intervalles presque égaux, de deux flots et 
de deux jusants, abstraction faite toutefois de rétablissement 
du port. 

163. Équilibre des corps flottants, — Pour qu'un corps 
flottant, c'est-à-dire plongé partiellement dans un liquide 
pesant, soit en équilibre, il faut, d'après le principe d'Archi- 
mède, que son poids soit égal à celui du liquide déplacé et 
que son centre de gravité et celui de cette portion du liquide 
se trouvent sur la même verticale. 

Supposons que le corps soit homogène et soient V, D son 

volume et sa densité; Vy d le volume et la densité du liquide 

déplacé; la première des conditions précédentes se traduit par 

réquation 

VD = vd. 

En la supposant satisfaite, on est ramené à résoudre le pro- 
blème suivant : Diviser par un plan le volume du corps en 
deux parties, dont on donne le rapport, de manière que leurs 
centres de gravité se trouvent sur une même perpendiculaire 
au plan. 

Le problème se résout immédiatement dans le cas d'un 
solide qui a un axe de symétrie censé vertical. Il suffit, en 
effet, de diviser le volume en deux segments, qui soient 
dans un rapport donné, par un plan perpendiculaire à Taxe. 

Exemples : 

I. Position d'équilibre d'un prisme triangulaire qui flotte 
sur un liquide en ayant ses arêtes horizontales. — Les vo- 
lumes du prisme et de sa partie plongée étant dans le même 
rapport que les aires de leurs sections droites, il suffît d'ex- 
primer que les centres de gravité de ces sections se trouvent 
sur une perpendiculaire à la droite qui divise la section nor- 
male du prisme en deux parties ayant entre elles un rapport 
donné. 

Considérons, en premier lieu, le cas oii un seul sommet C 
est immergé (yî^. 60). Soient 

A, B les deux autres sommets; 



4 

] 
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fjL le rapport de la densité du prisme à celle du liquide; 
a, b les côtés opposés aux angles A, B; 
D le milieu du côté AB ; 

CDizi/, a^ACD, j3 = DCB; ' 

Fig. 60. 




G le centre de gravité du triangle ABC ; 

aC = J7, 6G =j^ les portions immergées des côtés ^ et a; 

I le milieu de ab; 

g le centre de gravité du triangle aCb. 



On a d'abord la relation 



(0 



xf = [x,ah. 



11 faut maintenant exprimer que G g ou DI est perpendicu- 
laire à la droite ab ou encore que aD =- D 6, ce qui donne 

.r'-h /*— a/xcosa =/*-{- /*— a/j cosp, 
d'où 

(2) ^'-hj'2-— 2/(a7C0Sa — jcosp) = o. 

Des équations (i) et (2), on déduit la suivante 

(3) x'* — ilx^CQ^a -H il^Lxabco^^ — {l'a'ô* = o, 

qui a au moins deux racines réelles, Tune positive, qui ne 
pourra être admise que si elle est plus petite que b^ et qu'elle 
donne pour j une valeur inférieure à a, et l'autre négative 
qui ne convient pas à la question. Si les deux autres racines 
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sont réelles, on voit, par la règle des signes de Descartes, 
qa*elies sont positives. U ne peat donc y avoir qae trois posi- 
tions d*éqailibre. 

Lorsque le triangle est isoscèle ou qae a=6, cosa=cos^= - 9 

on a 

L*éqaalion (2) se décompose en deux autres 

Les équations (i') et (2') donnent 

ce qui est admissible puisque /x < 1 . 
Des équations (i') et (a*") on déduit 

comme le produit de ces racines est fxa', si l'on prend Tune 
d*elles pour x, Tautre sera la valeur correspondante de jr. Il 
faut, pour la réalité, que 

(î) /cos«>tfv^, 

ou 

OOSZ> /pL. 

U faut, de plus, que la grande valeur de x soit plus petite 
que a, ou que 

/C0Sa< — • 

En exprimant que cette inégalité est compatible avec Tioéga- 
lité (3), ontrouve 

I — /;x > o, 

ce qui a lieu. 

Le cas où deux sommets A, B sont immergés se ramène 
évidemment au précédent en changeant fx en i — //• 
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Prisme à base carrée qui flotte de manière que ses 
s soient horizontales et que, seule, l'une d'elles ne soit 
nmergée. —Comme dans la question précédente, od est 
né à considérer la section droite du prisme. 
ent(>5-.6i) 

Fig. 61. 




iommet émergé; 

sommet opposé et A,B les deux autres sommets; 

:ôté et G le centre du carré; 

: X, bC=y les parties émergées des côtés AC, BC; 

nilieu de ab; 

centre de gravité du triangle aCb. 

i aires aCb et ACBD devant avoir un rapport donné que 
désignerons pai* -> nous avons d'abord 

l'agit maintenant d'exprimer que G^est perpendiculaire 
à cet effet, menons par le point 1 la parallèle I£ à Gg 
l'à sa rencontre E avec la diagonale CD et joignons ce point 
iointsael6.DecequeCE= -CG, les projections de CE 



IC, CB sont égales à 
; bE, il vient 

ari + CË* — 2^7 



on doit avoir 



d'où 



DE l'équilibre des FLUIDES. 



(^— J)(|^-HJ— -aj=o, 



8i 



équation qui se décompose dans les deux suivantes : 






X —y = o, 






lesquelles, jointes successivement à Téquation (i), donneront 
toutes les solutions du problème. La première donne 



la seconde 



x=?(3±v/^^=^). 



Comme le produit de ces deux racines est a*|i, si Ton prend 
pour X Tune d'entre elles, la seconde sera la valeur corres- 
pondante de /. * 

III. Cylindre horizontal dont la section droite est un seg- 
ment de parabole compris entre le sommet et une perpendicu- 
laire à Vaxe, — Comme précédemment, nous n'avons à con- 
sidérer que la section droite. 

Soient (yi^. 62) 

Fig. 62. 




ip le paramètre de la parabole; 
C son sommet; 

AB la perpendiculaire à Taxe qui limite le segment parabo 
lique et dont I est le milieu ; 

II. 6 
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centre de gravité de ce segment, situé sur Gl; 
longueur CI ; 

point de la parabole o(i la tangente est horizontale; 
point où la normale en m rencontre Cl; 
iclinalson de CI sur l'horizon; 

centre de gravité du segment immergé aCb, situé sur le 
amètre en m limité en J à la ligne de flottaison a^; . 

=:y la perpendiculaire abaissée du point m sur CI. 

position d'équilibre du corps sera déÛnie par les valeurs 
et de «. 

nous e:(primons que les aires ACB, aCb sont dans un 
ort donné p, nous avons 



aXB c 



^ urtft sinOfi; 



nsait que AB =:3y'3/>a, ab sin S := 2 <i/'2pu; on a donc, 
luite, 



I exprime que la droite G^ est verticale ou parallèle à 

en écrivant 

Î!L -h LU -h mg = Ca 



1 déduit des équations (i) et (a) 



li donne deux positions symétriques, touteTois à la con- 



On démontre focitement qae le ceatre de gravité d'un segment psrabe- 
imilé par uae corde ae trouve aur le diamètra conjugué à cette corde i une 
ce de la courbe égale aui ? de la portion du diamètre compriae dans le 



dition qu'on ait 
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^<(-p=r 
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164. Stabilité des corps flottants. — Pour qu'un corps flot- 
tant soit en équilibre stable, il faut que, en lui imprimant un 
déplacement et un mouvement aussi petits qu'on voudra, le 
déplacement reste toujours très petit. 

Soient {fig* 63) G le centre de gravité de la masse M du 
corps, qui peut être hétérogène; g celui du volume liquide 
déplacé V lors de l'équilibre. 




Le plan de la figure sera le plan mené par G perpendicu- 
lairement à l'intersection du plan de flottaison déplacé AB 

avec le niveau du liquide ab. Comme G^ est perpendiculaire 
au plan AB, le point g sera compris dans le plan de la figure. 
On a d'abord 



(0 



M = Vp. 



L'indice o caractérisera les lettres qui se rapportent à 
l'équilibre. 
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ient 

igle de AB el ab dont on négligera le cube; 

dislance Gg qui sera négalive si gt est au-dessus de Gg; 

GK, s les dislances de G à AB et ab. 

s forces qui sollicitent le corps sont les forces verticales 
— ypg, et le poids, pris en sens inverse, du volume 

deaABè. 
distance Ae ghab éiant 



— (-D' 



ivail ou l'accroissement du potentiel des deux premières 
(S est, eu égard à (i). 



«(.-•;)- 



lous reste à calculer le travail de la troisième force, 
ient 

ire de flottaison AB; 

1 perpendiculaire abaissée de son centre de gravité sur 

trace ABa;; 

; y dx, un élément de £1 en m ; 

'nu sa distance à ab, qui est censée du même ordre de 

indeur que d; 

0/ la valeur de u en 0; 

f x^diù le moment d'inertie de iï par rapport à O^. 

, a d'abord 

Sxd^^ = o. 

poussée élémentaire —pgudut donnera le potentiel 
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par suite le potentiel de la poussée due à AabB aura pour 
expression 

(3) «. M /(i^j _ 2JCUo% H- x*^*)d(a =— £^ (wj Û +ie*). 

L'accroissement du potentiel total ou la somme des expres- 
sions (2) et (3) sera 

(4) -.M[«Jû+0«(l_Va)]. 

Al 

L'équilibre sera stable si le potentiel est maximum ou si 
la valeur (4) est négative : ce qui aura toujours lieu, quelle 
que soit l'orientation de la ligne de flottaison AB, si a est 
négatif ou si go ^st au-dessus de Gq. Dans le cas contraire, 
comme m© ©st arbitraire, il faudra que I > Va, par suite 

• minim I > Va, 

le minimum se rapportant aux axes j passant par le centre 
de gravité de Q. 

Métacentre. — Nous supposerons ici que le plan d'oscilla- 
tion ACB est un plan de symétrie et par suite que est le 
centre de gravité de ^. Il nous suffira ici d'avoir égard aux 
premières puissances de u et 9. 

La poussée produite par l'immersion de Aa6B est, en 
ayant égard à (6), 

(5) /?'= ^gfudtii = pgf(uo—xb)d(a = pgUoQ. 



Soient b la distance OK; L l'intersection avec AB de la 
directrice de p\ 

Le sens d'un moment sera positif ( gauche à droite dans 
le cas de la figure ), quand ce moment tendra à diminuer 
l'angle S. 

Le moment de p' par rapport à j est 

et son moment, par rapport à la parallèle G/' en G à 0/, 
^'(•LK cose -H GK sine) =/>'LK =/>'(0L -h 0K)= p^ie -h pguobQ. 
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joutant celte expression au moment par rapport à G/' 
oussée pg\=p due k ACB, c'est-à-dire 

— pgVa aiue =— pg-VaS, 

I pour le moment, par rapport à son centre de gravité, 
ces qui sollicitent le corps 

OIl = p^[Ho6û-H([-Vfl)fl]. 

intersection de la direction de la poussée totale p +p' 
tUe de GK, on a 

(p+p')&.Biai = 0Hj, 

a négligeant p'sind qui est du second ordre, 

oinl I ne sera déterminé que si 6 =; o et alors 

it I est le métacentre de Bouguer. Comme, pour que 
bre soit stable, il faut que dlL>o, on retrouve, dans 
restreint actuel, la condition obtenue plus haut 
[ > o, ce qui exprime que le métacentre doit se trouver 
sus du centre de gravité du corps. 

Des petites oscillations du corps dans le cas d'un mé- 
•e. — En se reportant à la valeur (5) de/>' on a pour le 
ment du centre de gravité 



remplaçant M par Vp, 



=-f« 
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or 5 ziz / -+- OG cos = Wo -H OG , par suite 

équation des petites oscillations du pendule. 
Si A est le moment d'inertie de M par rapport à Gj' on a 

c'esl-à-dire une équation semblable à la précédente, 

166. Mesure des altitudes au moyen du baromètre. — En 
désignant par R:= 6366 182"» le rayon moyen de la Terre, 
l'accélération de la pesanteur à Taltitude ^, est, en ne. con- 
servant que la première puissance de ^> 



g 



(rT^J^K'-t) 



La plus élevée des montagnes connues est le Gaorisankar 
(Asie), dont l'altitude, qui est estimée à 8840"", n'a pas été at- 
teinte parles aérostats. £n admettant ^= 9000°", la diminution 

relative de l'accélération ne serait que — j- que l'on peut né- 
gliger. 
Soient 

Ha le poids spécifique de l'air à o*» sous la pression moyenne pa 
correspondant à la colonne mercurielle de o°»,76; 

n, p le poids spécifique et la pression de l'air à l'altitude z^ 
où la température est 0; « le coefficient de dilatation de 
l'air. 



I On a 



(i) dp = —pgdz = — udz = — u P~^ 



/?a(i-hae) 

Soient 

le centre de la Terre; 

/no une station dont on connaît l'altitude; 

/Wi un point dont on veut déterminer l'altitude; 
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es pressions en m^, m, observées au même instant ( au 
in de chronomètres, signaux, armes à feu), lorsque les 
ants d'air sont suffisamment moùêiés; 9^, 6, (') les 
lératures observées en ma, m,, 

aison de la faible valeur de c(:=o,oo366, on peut 
e, avec une approximation suffisante, 



al m\ l'intersection de Omo avec la sphère concen- 
ï la terre passant par m, ; comme, pratiquement, l'angle 

1 est toujours petit, on peut considérer m\m„ comme 
întant l'excès de la latitude de m, sur celle de m„. 
dation (i) donne alors 

ru convenable de pousser jusqu'à o,oo4 la valeur de « 
lire la part de l'état hydrométrique de l'air : c'est ainsi 
xansformant en nombre on obtient 

/( = i8336'"{n-o,oo49)logvulg..£î. 

iite d'un grand nombre d'observations dans les Py- 
(vers 1788), Ramond de Carbonnières était arrivé à 
:a formule 

A =18393 logvulg. £?, 

fère peu de la précédente. 

après les observations biles an graud Saint-Bernard {i^-ji"), au petit 
irnard (ïioo-), à CognetiSoo-), àAoete(6oo-) et à Yvrée (4oo-), la 
are moyenne diminuerait de 1° par lÔo" d'augmentation d'altitude. 
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CHAPITRE XIV. 

DU MOUVEMENT DES FLUIDES (HYDRODYNAMIQUE). 



167. Équations générales du mouvement. -^ On a donné 
le nom à' Hydrodynamique à la théorie du mouvement des 
fluides qui s'appuie uniquement sur les principes fondamen- 
taux de la Mécanique, pour la distinguer de THydraulique, 
dont il sera question plus loin et où l'on fait intervenir cer- 
taines hypothèses particulières. 

Soient m, s>^ w les composantes suivant Ox^ Oj, 0^ de la 
vitesse V des molécules qui traversent à l'instant / l'élément 
de volume dx dy dz. 

Pour simplifîer, on admettra que ce groupe de molécules 
est réduit à un point matériel. En suivant ce point matériel 
que dorénavant nous considérons comme une simple mole- 
cule, les équations du n"* 155 nous donneront 



(0 



i dp du 

— -T — = X — -7— > 

p ox at 



i^ = Y 

P ^ 



dv 
dt 



I c>/> __ _ dw 
p dz dt 



en désignant par X h- Y -h Z l'accélération de la force exté- 
rieure qui sollicite le point matériel. 

Mais u, par exemple, variera, en général, avec Xj y y z, t et 
Ton aura 



du du du dx du dy du dz ^ du du du 

dt ''^ dt dx 'dt 5jr3r dz dt '^ Tt dx dy 



du 



puis 



(a) 



i dp __ du du du du 

- -f- =X— :r U^ Pt «v — , 

p dx dt dx dy dz 

1 dp __ 

~9àp~ ' 

i dp ^ 

p dz ~~ 
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Nous admettrons qu'on a entre p et /> une relation de la 
forme 



(3) 



P =/(/>). 



Malgré ce qui précède, les équations (2) sont insuffisantes 
pour permettre de déterminer />, u, v, w en fonction du 
temps; il faut donc leur adjoindre une nouvelle équation 
dite de continuité et que nous allons établir. 

Soient à l'instant t {Jiff» 64) ^, 7, z les coordonnées d'une 

Fig. «4. 






r. 




C-x 


h 


A ., 


y 












• 


/ 


eu 


b 




TU 






ce 



molécule m, et pour les arêtes d'un parallélépipède élémen- 
taire issu de m 



nui = bn = 61 //i = ci\ = dx^ 



nib = an = cbx = Ci//i = df^ 
me = /î«i = bb\ = acx = dz. 

Au bout du temps dt^ les points m, a, . . . seront venus en 
m', «7^ .... Les coordonnées de m' étant x -k- udt^ y -\- v dty 
z -\- wdt, celles de a' seront 

x-iràx-^-udl-Jr-r- dxdt, r-^v dt-^r-r-dx dt. z-hwd( -h -r— dx dt. 

ax ' ^ dx dx 

et Ton aura, par suite, pour les projections de m'a' sur Oj?, 
Oy,Oz 



At 



=( 



au , 
i-h -7-dt 
dx 



\ dx^ Bi= T c?^t/j:, 



C 1 = ^- dt dr; 
ox 
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et de même pour celles de m'b' 



Aj=5^^^«?r, 



B,= (^n-~rf/)rfr, 



C,= Çrff./r; 



et pour celles de m'c' 



A8= T~ ^^ ^> 



Bj = j- rf/ dzj Cj 



=( 



i-h -T-dt\dz, 



Pour ô/i, par exemple, iJ faudrait substituer dans Aj, Bj, C^ 

« -f- -T- aj à w, ç^ -h -r- aj' à (^, «f' + -r— «/ à w, mais cela ne 

ferait qu'introduire des quantités du troisième ordre, c'est- 
à-dire négligeables. 11 suit de là que l'élément de volume 
déformé sera un parallélépipède légèrement obliquangle. Le 
volume de ce parallélépipède est, en négligeant les infiniment 
petits du cinquième ordre 

AiBjCs — AiBsCj-h AsBjCi — AjBiCj-f- A3B1C2 — A3B2C1 



= «irrf/rf^[,+ (g-t-| + g)rf/]. 



On voit que ce volume est le même que si l'on avait 

augmenté de 3— dx de, ^- dy dt, -^- dz dt les arêtes dx, dy, dz 

ax ay az 

du parallélépipède rectangle primitif. 

Au bout de dt la densité est devenue 



->r -^ -h -^ u dt -Jf -r ^ ^^ -^ -i- ^ ^f- 
^ dt ax dy -^^ 



dz 



On a donc, en exprimant que la masse de l'élément de vo- 
lume est restée la même. 



dxdy dz 1 



fôu 



\'<p- 



-^udt-h -r-^dt 
djc dy 



s-*)]- 



p dx dy dz =: Oj 
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i revient à 

(du àv Af\ dp àp dp àp 



àfi dpu àpv dpw _ 
ns le cas d'un liquide où p est constant, on a simplement 

du de div 

(Ij: djr dz ' 

nous reste à établir les conditions auxquelles doivent 

aire les intégrales des équations aux dérivées par- 

s(2)et(4). 

it F(^, y, 3,t) = o l'équation d'une paroi, censée mobile 

plus de généralité, et suivant laquelle on admet que le 

e glisse; on a F{^+ u dt, y + v dt, z + iv dt, t -\- rfi) = o, 

dF dF dF ^ _ 

dt dx àj- dz " ' 

signant par/> = F|(i)la pression sur la surface libre, on 
jue 

^ + ^„ + ^p + ^^ = F'(0 
dt dx dy dz '^ ' 



Od démoDtre soaveat cetts équation en employant le raisoiinement de 
r ponr les lluz da chaleur. La difTérence des masses floidea qui, dans le 
dt, entra par l'une des faces dy dt el qui en sort par la flLoe oppasde est 

txdzLudt — fudt—^-^didt\si — dx4rdzdt^, ■■■; 

M dn parallélépipède s'est donc accrue de 

wt KGroissemant a aasNi ponr valeur 

dxdxdt^dl, 
égalant od obtient le résultat voulu. 
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168. Du mouvement permanent, — Supposons que le mou. 
vement soit tel que les molécules qui se succèdent au point 
(^, j^, 5) aient une vitesse V constante en grandeur et en di- 
rection; dans cas, p^ Uy v, w ne renferment pas implicitement 
le temps. Si nous admettons que X dûp -hY dy -h Z dz est la 
différentielle exacte d'un potentiel U, fonction de ^, y, z, 

et si nous posons j -dp = W(p), les équations (i) deviennent 



d'où 



dW d{] du 
dx "~ dx dt 


dW d\] dQ 
dy " dy dt' 


dW d\] dw 
dz ~ dz dt 


1 

//UT— d\ 


,_ l du , di> j 





Or, en suivant une molécule, on ^ dxz=. u dty dy=is> diy 
dzr=.wdt\ par suite 



d^^dX^-'-dS'^. 
2 



Considérons le cas d'un liquide pesant contenu dans un 
vase où il est maintenu à niveau constant; désignons par p^ 
la pression atmosphérique et dirigeons 0^ dans le sens de la 
pesanteur; nous avons d\] =igdz, par suite 

-dp =£'dz rfV*, 

p ^ ° 2 

d'où, en appelant n le poids spécifique pg^ 

Po — p 






= Z — ZQ-h 



n 



ce qui constitue le théorème de Daniel BernouUi, sur lequel 
on reviendra avec détails en Hydraulique. 

On peut arriver directement, comme il suit, à ce théorème. 
Le faisceau des trajectoires moléculaires partant des points 
d'un élément e/(k>o=ao^o de la surface libre est ce qu'on 
appelle un /llet» Soit rfco = ab la section du filet correspon - 
dant à ^; au bout de dt, les molécules qui se trouvaient dans 

«o^o, 03, sont venues respectivement dans a'^b'^^ a' V\ si m 
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I masse des volumes égaux «uéoa'jij, aba'b', son volume 
- et l'équalion de la force vive donne 

mV*— mV» , > w, 

=mg(z — Zo)-\- -ip*—p}, 

ar la suppressiou du facteur m, on retombe sur la for- 
de Bernoulli. 

), Potentiel de la vitesse. — Supposons que X, Y, Z déri- 
d'un potentiel U; en posant U— / — — Q, les équa- 
; (a) deviennent 

1^ àii au du du 

àj! àl àj: df as 

dQ _ àv dv àv dv 

ày ~ àt dx djr àz 

dQ _div àtv div dur 

dz " àt àx àj àz 



djr ai àx ■' ds -^ dx à/ ' 

EFérentielle du second terme du premier membre se rap- 
ini seulement aux variables x, y, z, c'est-à-dire en sup- 
nt ^ constant- 
second membre, comme le premier, devra être la dif- 
itielle exacte d'une fonction de x, y, s, el cette condition 
satisfaite si 
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est une différentielle exacte. Supposons qu'il en soit ainsi à 
un instant t^, et voyons ce que devient le second membre de 
l'équation (5) à un instant e = to-hs, qui diffère infiniment 
peu du précédent. Nous pouvons écrire 

Le second membre de Téquation (5) devient 

u'^dx-^ v'q dy H- w'^ dz 

<]ette expression devant être une. différentielle exacte, quel 
que soit Tinfiniment petit e, il faut qu'il en soit de même de 
u'^dœ+ v^dy-^- w'^dz. Donc, à l'instant ^o-t- £> l'expression 

udx-hvdj' -^wdz = u^dx -^v^dy-^- w^dz-htiti^dx-^v'^dy-^- w'^dz) 

est encore une différentielle exacte. On peut conclure de là 
que si, à une certaine époque, udx -{-vdy -^wdz est la dif- 
férentielle exacte d'une fonction 9 {potentiel de la vitesse)^ 
elle le sera également à une époque quelconque. C'est ce 
qui aura lieu notamment si le fluide part du repos. La dé- 
monstration précédente, réduction de celle de Lagrange, 
n'a pas été admise comme suffisante par bien des géomètres; 
c'est pourquoi nous renverrons à celle de Cauchy contre 
laquelle il n'y a rien à redire, et qui se trouve reproduite au 
Tome VII de cet Ouvrage, Chap. VIII. 

L'équation (5), en y faisant u=i -^y p=z-î, {v^= -^ et 
remplaçant Q par son expression, donne 

en ne perdant pas de vue que la caractéristique d se rapporte 
h Xy y, z en supposant t constant. 
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iquatioQ de continuité (4) prend la forme 

iquation (6) donne, en désignant par/'(t) une fonction 
raire, 

r^=u-^-- l'^+^+^'i -fit), 

J p àt iW*^ àj* ^ dz^j ^ ^ '' 

on pourra remplacer <p par ç +/((), ce qui n'influence 
en l'équation (7). 

1 voit que, par la considération du potentiel de la vitesse, 
a qu'à déterminer les inconnues 1^ et /* en fonction de 

z, t, au lieu des quatre inconnues u, v, if, p. 
le fluide est un liquide, l'équation (7) se réduit à la sui- 

(ji-f, d^ <**? _ 
dx> d/' dz^ 

le plus, le mouvement est permanent, on a -^ =:o, et, 
l'équation (8), —/'{() doit être remplacée par unecon- 
e C. Dans le cas d'un liquide pesant, on a U — ffz, et, en 
!;nant par V la vitesse, l'équation (8) donne 

la formule de Daniel Bernoulli (n° 168). 

). Équations du mouvement d'un fluide en coordonnées 

idriques. — Reportons-nous à la fin du n' 155. 

ient 



omposanles de la vitesse de la molécule m ou (/', /, z) 
int ar, at, Os; <?„ <Pi< <j>3 l^s composantes semblables de 
âlération que prend m; nous avons, en faisant inter- 
' l'inertie, 

p àr ^i-i p rà^ ^" p àz ^' 
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Soient (fig. 65) aux instants t, t-hdt, n, n' les proje 
sur le plan xO/ de la molécule fluide considérée. 




f- dt donnent les composant! 

du j 

^ «/ suivant R, 

^« + -^ dtjdi, = u<^dt » T, 



Nous avons donc 



et, par suite, 

<9) 77^=T-'-hî7+«x:-^"':îiï:+«-T7r -îw 



/(Jiv "ïic die dw\ 

~\ài ^^ 'd? '^'^lîf'^"' 'àl}' 
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■établir l'équation de continuité nous aurons recours 
liode employée dans ta Théorie de la chaleur ('). La 
;e entre les niasses qui, dans le temps dt, enirenl 
ément de volume et en sortent, est 

\dzudt-Lrdi!f dz « dt ■+■ d1/ dz. dt ^1^ dr\ 

-hpdrd3l>dC — (pdrd:ifdl-hdrdzdt -^diij 

-\- çr d-!/ dri\-dl — iprd'^ driv dt -i- r di/dr dt -^ (/:! 

le elle est égale à rd-ifdrdz ~£ dt, il vient 

dp (i p« d pli) c> p IV « p _ 

lions faire quelques applications des équations (9) 

se 0; est un axe de symétrie pendant le mouveinenl. 
|u'il en soit ainsi il faut que T soit nul, que R, Z, ti, 
soient indépendants de il"; les équations (9) se re- 
tors aux suivanles 

I dp du dit du . _ n 

p àr ât i)r Oz ' 



>nde de ces équations peut s'écrire 
rfio ... dr 



'■'1 
■Xi 
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a étant une constante pour la molécule considérée, mais qui 

peut varier d'une molécule à une autre. Donc la vitesse an- \-Ji> 

gulaire d* une molécule autour de Vaxe de symétrie varie en 

raison inverse de la distance à cet axe (Théor. de Swanberg), 

résultat qui peut être utile dans la théorie des tourbillons. 

II. Mouvement symétrique dans un vase de révolution au- 
tour de Ozy d'un liquide dont la rotation initiale est nulle, — 
On a « = o, co = o, p = const. et Téquation (lo) devient 

, ^ à ru dw 

Soient /' ■=zf{z) Téquation de la section méridienne de la 
paroi; u\ w' les valeurs de a, w au point (/', z) de cette paroi. 
La condition relative au glissement du liquide sur la paroi 
est 

(12) —, = -7- • 

On a, pour le volume liquide qui, à Tinstant t^ traverse, dans 
le temps dt^ la section du parallèle définie par 5, 

Qdt ^ I y.Tzrdrwdt^ 

d'où, pour ce qu'on peut appeler le débit par unité de temps, 

(i3) Q = -iTz j nvdr. 

On a, en tenant compte de la relation (u), 

d r'" , , ,dr' r'" â.x' , ,dr' r'"d PU 

-- { rw dr — r w —, — h / r , dr = r a' —, 1 — — dr / 

dzj^ dz ,,/, dz dz J^ dr 

, , dr' , , , ( , , dr'\ 

= r «' -, ru — — r { u — r v -r- ] , 

dz \ dz } 

expression qui est nulle en vertu de la condition (12), ce qui 
devait être, car évidemment Q doit être indépendant de z. 
Supposons que R, Z dérivent d'un potentiel U de r et z, et 



j j 



j 
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' ait un potentiel 9 de la vitesse; on a, en se reportant 
[ai précède, 

m continuant à comprendre dans <p la fonction arbitraire 
ips introduite par l'intégration, 

/" _ n _ ^ _ 1 (ÊSl ^ iî! ^ 
p ~ " àl 'A V <''■' àz* ) 

uation de continuité (11) devient 

dr' dï' r àr 

Malgré la simplification considérable apportée aux 
ons de l'Hydrodynamique par la considération du poten- 

la vitesse, ces équations n'ont pu permettre jusqu'ici 
) résoudre un nombre restreint de questions pour ies- 
s nous renverrons aux n" 72 et suivants du Tome VII. 
s ferons observer que l'hypothèse du glissement des 
jles fluides sur une paroi n'est pas toujours conforme 
alité. Considérons, par exemple, un vase cylindrique 
lI en verre, au centre de la base duquel on a pratiqué 
idée. Si le vase renferme de l'eau maintenue à ni- 
onstant, on reconnaît, en mélangeant au liquide des 
es colorées très ténues, que le faisceau des filets se 
le presque immédiatement de la paroi latérale, affecte 
ne d'une surface de révolution dont les rayons des pa- 
s diminuent depuis le niveau jusqu'à l'orifice, de sorte 

a une masse, pour ainsi dire stagnante, comprise entre 
>i latérale et le fond. 

r élargir le domaine de la dynamique des fiuides 
;s, surtout au point de vue des applications, on fait 
enir des hypothèses, dont il sera question dans le Cha- 
luivant. 
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CHAPITRE XV. 



HYDRAULIQUE. 



§ I. — Questions diverses. 

172. Généralités. — L'/fy^raa%«e est une Science d'appli- 
cation qui se rapporte au mouvement des fluides pesants, 
dans laquelle on fait intervenir en même temps les principes 
de la Mécanique et certaines hypothèses auxquelles on a été 
conduit par l'observation et qui ont pour objet de simplifier 
les solutions des questions qu'on a à résoudre. 

Il est convenu que, à moins d'avis contraire, nous ne nous 
occuperons que du mouvement permanent, ou par filets 
(n« 168). 

Nous admettrons que, quelle que soit la forme d'un vase 
dans lequel un liquide est maintenu à niveau constant a^boy les 
composantes verticales des vitesses de toutes les molécules 
qui se trouvent à chaque instant dans le plan de niveau sont 
égales. 

Un orifice pratiqué dans une paroi peut être suffisamment 
évasé à l'extérieur pour qu'il ne présente à l'intérieur qu'une 
arête fermée vive et plane, et que le liquide en sortant ne 
touche pas l'évasement. C'est ce qu'on appelle un orifice en 
mince paroi. 

Les filets, à. la traversée du plan de l'orifice, sont inclinés 
sur la normale au plan ; cette inclinaison, qui est considérée 
comme nulle pour le filet qui passe par le centre de gravité 
de l'aire de l'oriiice, va en augmentant à mesure qu'on 
s'approche du périmètre. 



i 
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lonslaté qu'au delà de l'orifice ab, les inclinaisons des 
minuent, que le paraliélisme s'établil dans une 
;rf 1res voisine de ab, que ce parallélisme se niain- 
• une très pelite longueur, et qu'ensuite les filets for- 
1 faisceau divergent dont d'ailleurs nous n'avons pas 
ccuper. La section cd est dite contractée et le rap- 
e son aire à celle w de l'orifice ab est le coefficient de 
ion. 

écoulement par un orifice en mince paroi. — Nous 
■ons par w» l'aire ao*o. pa"" ^n 'a composante verticale 
>ses de molécules qui se trouvent dans son plan. Nous 
!ux cas à considérer. 

rifice est horizontal {fig. 66). — Soit h la hauteur 
au-dessus de ab; en négligeant la petite distance qui 




t:^de ab, la vitesse commune à toutes les molécules 

ersent f/u est v/VJ ■+■ ■xgli ; dans le temps dt, ces mo- 
îngendrentle volume [xwv'VS + a^/j rfi; mais ce vo- 
l aussi égal à celui Vo&3,rf( du liquide fourni de l'ex- 
lu vase; on a donc 



le membre de cette égalité représente le volume li- 
dépensé par seconde ou ce qu'on appelle le débit; 
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on déduit de là 

Q = V,<.>„ 



v'33- 



Si l'orifice est suffisamment petit, on peut écrire 

(A) Q = ixtai/-ig/i. 

On donne souvent à f* le nom de coejfficienl de dépense. 

2" L'orifice est vertical (fig. 6")). — L'observation a conc 
à admettre que la normale 0^ au centre de gravité de 
passe par le centre de gravité de la section contractée. 



Soient A la hauteur de a„b„ au-dessus de 0; Ç la haoti 
au-dessus du plan horizontal passant par 0^ d'un élément 
de la section contractée. 

Pour que nos hypothèses soient admissibles, il faut qu( 

rapport j soit petit, car autrement il se produirait des to 
billons à l'entrée du liquide dans ab. La vitessedans dr,i' & 



el le débit 

On retombe ainsi sur les formules du cas précédent, 
arriverait au même résultat par un orifice orienté d'une i 
nière quelconque. 

Soit d le diamètre d'un orifice circulaire ; on a trouvé ex 
rimentalement pour AS6">,8o et pour des valeurs de rfco 
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inlreo^.oa et o",i6. 



^efficient de contraclion pour un orifice de forme 
■que, ne dépend que de la largeur minimum de l'orifice, 

égal à 0,63 tant que la hauteur n'est pas supérieure ii 
is cette largeur. 

(ue l'orifice n'est pas circulaire, le croisement des 
lides au delà de la section contractée donne lieu à un 
lène connu sous le nom d'inversion de la veine fluide 
:onsiste en ce que la section de la veine éprouve des 
ms telles qu'elle finit par ne plus avoir le moindre 

avec celle de l'orifice. 

Ajutage conique très court, — On continuera, et jus- 
luvel ordre, à désigner par h la hauteur du niveau au- 
du centre de gravité de l'orifice et à négliger — j ■ 
la formule (A) du numéro précédent, le coefficient f* 
ss voisine de l'unité, en raison de la tendance au pâ- 
me des filets à la sortie de l'orifice établie par la forme 

Fig. 68. 



de l'orifice {_fiff. 68). On a trouvé les résultats suivants 

Angle 

a: 0,93 

'S 0,94 



40.. 



r 
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175. Minimum du coefficient de contraction. — Nous sup- 
poserons que rorifice ab est pratiqué dans une paroi plane 
latérale d'un vase rectangulaire vertical, et nous désignerons 
par a^bx la projection de cet orifice sur la paroi opposée; 
nous négligerons Vq. 

Les vitesses des molécules, en contact avec la paroi dans 
laquelle ab est pratiqué, ne deviennent sensibles que dans 
une certaine zone annulaire {ma, nb) dont on désignera Taire 

par k. En vertu de la formule /> = /7o-Hn3 — n — > la pres- 

sion moyenne p' sur cette zone sera inférieure à la pression 
statique. Pour toutes les autres parties des parois latérales, 
la pression sera très sensiblement égale à la pression sta- 
tique. 

Soit {fig* 69) m, /Il la projection de Taire mn sur la paroi 
a^b^; on peut faire abstraction des parois latérales en leur 
substituant leurs réactions sur le liquide. 

Fig. 69. 




d db' 



Au bout du temps dt^ les molécules qui se trouvaient dans 
«0^0» ^^ sont venues en «i^î,, c'd\ L'accroissement, suivant 
Taxe de Torifice, de la quantité de mouvement de la masse 
a^b^cd est 

- fJLtl)Vrf/.V. 



S 



En dehors de m/z, m^n^y les réactions horizontales des parois 
s'entre-détruisent. Les réactions sur la masse abcd de mj«i. 
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^a,nb) et la pression atmosphérique donnent l'impulsion 

{pD-h n//)(ui ■*-k)dt~p'kdt—pauidi. 

'égalant à l'expression précédente et faisant V^a^A, 
btient 



Dit donc que, en général, p. sera supérieur à j.' 
ins le cas d'un ajutage rentrant {^g. 70), les vitesses 
le voisinage de ab sont très petites et l'on a scnsible- 




lp'=p^ + U.h, par suite /i^o,5o, chiffre qui diffère peu 
elui (0,519) que Borda a obtenu expérimentalement. 



6. Cas où, au sortir d'un orifice, la contraction n'est 
'.empiète. — Une fausse paroi est une portion matérielle 
fltndre horizontal ayant pour base l'orilice (fis- 7') pe- 
int dans le liquide. 

Fig. 71. 



I contraction étant, ou à peu près, supprimée suivant la 
;e paroi, on doit obtenir, pour unmêmeorîrice, un débit 
considérable. 
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Soient 



S le périmètre de Torifice; 

s la portion de ce périmètre sur laquelle la contraction est 

supprimée; 
a, b deux constantes dépendant de la forme de Torifice. 

D'après Lesbros (M, le coefficient de dépense serait de la 
forme 

/ hs' 

D'après ce qu'on a vu plus haut, on aurait généralement 
a =r 0,62 5. 
Cette formule i;ie doit pouvoir s'appliquer que si le rap- 

port ^ ne se rapproche pas trop de Tunité; car, pour 5 = S, 

on retomberait sur Fajutage rentrant, pour lequel /x atteint 
son minimum o,5o. 

177. Ajutage conique divergent. — Soient p {fig> 72) la 

Fig. 72. 




pression dans la section contractée cdy où la vitesse est V; Vi la 
vitesse au centre de la section du débouché a^b^ = wi; on a 



Yl=,^£oz:£, 



'^8 



n 



V2 



2^ 



fxu)V = (OiVi, 



(*) Recueil des Mémoires des Sacants étrangers à l'Académie des Sciences^ 
j85o. 
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il, par l'élimination de V, V,, 

ir que le liquide remplisse l'ujutage comme on l'a sup- 
:é, ou que l'écoulement ait lieu à gueule bée, il faut que la 
ss\oap soit positive, ou que 



v/-lï- 



galité dans laquelle on peut prendre {jt^=o,6a. 

lî cette condition n'est pas remplie, la partie inférieure de 

ulage deviendra un coursier. 

78. Débit par un déversoir. — Considérons un canal ho- 
mtal à section rectangulaire, barré par un mur peu épais 
a partie supérieure qui est arasée horizontalement, par 
sus lequel l'eau peut s'écouler; nous aurons ce qu'on ap- 
e un déversoir. 

'expérience fait connaître que le liquide, avant de passer 
le seuil du déversoir, éprouve une dénivellation notable, 
ioient {fig. ji) 

FEg. ,3. 



la vitesse des molécules qui traversent la section AoBg du 

:anal dont Gg est le centre de gravité ; 

a vitesse sur le seuil du déversoir ou dans la section AB 

lonl G est le centre de gravité; 

i largeur du déversoir; 

s les hauteurs de A,, A au-dessus de Go, G; 

I dénivellation ou la hauteur de A, au-dessus de A; 

e débit. 

A pression est la même sur AgBg, AB qu'à l'état statique, 
endu que les petits liquides sont animés d'un mouvement 



K' *!'V/<!'?i.'^.fyp|piMg] 
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rectiligne et uniforme, que, par suite, les forces extérieures 
se font équilibre sur chaque molécule d'un filet et enfin que 
les pressions que ce filet supporte de la part des filets 
voi-sins sont les mêmes que si le liquide était en repos. 
Au bout du temps dt les molécules qui se trouvaient dans 
les sections AqBo, AB sont venues dans des sections infini- 
ment voisines A^ B^, A' B', et le principe de la force vive donne 

-+- (Pa H- n3o)Q ^^ — (/>«-+- n2)Q û?/, 
d'où 

Supposons qu'on puisse mesurer la hauteur h de Ao au- 
dessus du seuil du déversoir. Nous aurons pour le débit 

Analytiquementy le problème n'est pas soluble puisqu'il 
dépend de deux quantités A, Ç, qui doivent être liées entre 
elles par une loi que nous ne connaissons pas : mais si nous 
admettons, ce qui est plus ou moins contestable, que les 
phénomènes naturels correspondent toujours à des condi- 
tions de maxima ou de minima, il vient pour la valeur de C> 
qui rend Q maximum, 

par suite, en posant — ^ = A^, 



Q = I /(^ -h h)K/\{h H- fh) = o,385/(/i H- //o) /2^(/i -+- //o;. 

D'après les expériences de Poncelet et de Lesbros, le coef- 
ficient de dépense irait en diminuant quand h augmente, mais 
ne varierait qu'entre 0,424 et o,385. En pratique, on emploie 
la formule 

Il est facile de mesurer h au moyen d'une règle et d'un 
niveau; Vo et par suite Aq (qui n'entre que comme élément 



• > 
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correction et qu'il suffit d'évaluer par approximaiion ) 
l se déterminer au moyeti d'un flotteur en chêne qui 
ne la vitesse au niveau, peu difl'érente de la vitesse 
enne, comme nous le verrons plus loin. 

'9. De l'écoulement par une vanne. — On emploie la for- 

e 

expérience donne, pour la valeur du coeFTicient de dé- 
se: 

Vanne verlicale, contraction sur 4 cAtés 0,60 

" » 3 »... . o,63 

.■ 1 >i o,65 

' - 0,69 

Vanno inclinée de Go" 0,75 

• i5' 0,80 

Vanne d'écluse o,63 

0. Mouvement varié dans un tuyau. — Le volume inlé- 
• d'un tuyau est engendré par une aire plane constante 
ariable qui se déplace normalement à la ligne donnée 
du tuyau) que son centre de gravité est assujetti à 
ire. Nous supposerons que l'axe est plan et que le tuyau 
ymélrique par rapport à son plan. Nous ne ferons, jus- 
nouvel ordre, aucune hypothèse sur la nature du fluide 
nt qui se meut dans le tuyau. 
ient(/„-.74) 

Fig. 7't- 




-s une portion de l'axe du tuyau mesurée à partir d'un 
nt déterminé 0; 
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ab, a'b' les traces sur le plan de Taxe des sections w, tù-^dtù, 
en G, G' déterminant par leur rencontre le centre de cour- 
bure C. 

On admet que les molécules situées à Tinstant t dans la 
section w viennent à Tinstant t ->rdt se placer dans la sec- 
tion co H- d(j). 

Soient, à l'instant ^ la vitesse G qui est tangente à Taxe ; 
V la composante normale de la vitesse qui traverse un élé- 
ment û^w de w situé à la distance Ç de Taxe projeté en G, 
cette distance étant positive quand elle est dirigée dans le 
sens de GC. On a, par hypothèse, 



d'où 



, _. , CG — t. 



fvdtiidi =\(i)dt 



pour le volume de la tranche aba' b' , 
Soient 

p la densité moyenne de la tranche, dont nous représenterons 

momentanément la masse par m; 
n = p^ son poids spécifique ; 

p, p -^ -^ ds les pressions moyennes sur ab^ a' b'. 

Les pressions sur a^, a'b' donnent, suivant GG', la résultante 

pdd) — (p -{- ■^dsj(by-{-doi)= — oi-^ ds—p du). 

La réaction de la paroi (aa', bb') donnant la composante 
/>âfa), on a, en résumé, pour la résultante des pressions, 



dp ^ m dp 

oi-'ds = - 

ds p Os 



Nous avons donc 



d'où 



rfV m dp 
m~r- = mj;cos(s'.ds) -^f 

dy . j . X dp 



i 
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marquera que 



'' dt '^ as dl ~ ài ' 



litre pari, si s est la distance de G au plan horizontal 
nt par 0, ou a aussi 

avons donc 

rfV dV _ dz ^ I dp 
â.t "^ àt ~^ds p as ' 

ent uo< ^1 deux sections déterminées correspondant aux 
leurs 5g, I, de l'axe ; nous affecterons des mêmes indices 
utres quantités correspondantes qui se rapportent à 

V, 
que t; nous avons V = w, ~, et l'équation (A) peut dé- 

I dV I dV| loi _ dz I àp 



ition qui fera connaître V, en fonction de t. 
1 faisant -j-^ =o, on retombe sur l'équation connue du 
vement permanent. 

insidérons un liquide contenu dans un vase symétrique 
rapport à une verticale et supposons que l'écoulement ait 
par un ajutage cylindrique très court, c'est-à-dire d'une 
;ueur seulement suffisante pour que, à la sortie, les vi- 
es soient sensiblement parallèles. Nous supposerons que 
e rapporte au niveau et w, à l'orifice; comme ici s^=i, 
■Put l'équation (B) devient 

d\\ 



Vî / wfN B>, d\\ r'^d:, 
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Admettons d'abord que le niveau soit maintenu constant, 
et plaçons Torigine des z dans son plan. Nous avons ^0=0 



et, en désignant par k la quantité constante 



0), r"" dz 



i§\ ojj/ dt 



Si nous posons 



a = -2£* , V'.= 



-"4 






réquation précédente devient 

dy 



dt = a 



d'où, en désignant par e une constante, 
et 

v' ' 



v' 

Au bout d'un certain temps, d'autant plus court que a ou coi 
sera plus petit, les exponentielles qui entrent dans Vi seront 
insensibles; de sorte que Vi convergera vers la vitesse \\ 
répondant au mouvement permanent qui sera ainsi rapide- 
ment atteint. 

Supposons maintenant que le vase se vide et que sa forme 
soit celle d'un prisme vertical. On a w == wo et, en désignant 
par h la hauteur du niveau au-dessus du fond du vase, l'é- 
quation (C) nous donne 



De la relation 



0)1 dSi , j 

dT ^' = ^^''' 



V - ^' _ V *•'^ 

dt 0)0 

II. 8 



ni 
■ -H 



-.1 






(ùi [ az i^; 

ri 



rt- \ 
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il 

dVt _dWj, d/i o),„ dV, 

dt ~ dh dt ~ U.0 ' rf/< ' 

ilion ci-dessus devient 
désignant par une constante, 



t la profondeur du liquide au repos, il parait ré- 
e l'expérience que, lorsqu'on démasque brusque- 
rifice, la vitesse V, prend immédiatemenl la valeur 

^— î-j. de sorte qu'on aurait C = o et que la durée 



issement A, — h du niveau serait 



°SV /•'•'^ -^^-/'■)- 



rmule, en y faisant /i = o, ferait connaître le temps 
duquel le vase se sera vidé. Toutefois, nous devons 
narquer que ce qui précède suppose que A ne descend 
lessous d'une certaine limite à partir de laquelle, par 
jn entonnoir qui se forme dans la région de l'orifice, 
èse du parallélisme des tranches n'est plus admis- 



Principe de Borda. — Lorsque la vitesse des fileis 
varie brusquement en grandeur el en direction, 
cela arrive notamment quand la section d'un tuyau 
! un élargissement brusque, il se produit des lourbil- 
enls avant que le liquide reprenne un mouvement 
'. La force vive que possède le liquide avant l'élargis- 
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semenl se décompose au delà en deux parties; l'une est due 
aux vitesses rotatoires des molécules qui produisent les tour- 
billonnements et qui est bientôt détruite par l'effet de résis- 
tances analogues au frottement; l'autre est celle du fluide 
lorsque, de nouveau, il se meut de telle manière que les molé- 
cules qui se trouvent dans une section se trouvent encore au 
bout du temps <^/ dans une section infiniment voisine. 

En considérant les tourbillonnements comme le résultat du 
choc d'une masse fluide contre une autre animée d'une 
moindre vitesse, et en assimilant le choc à celui de deux corps 
mous, Borda a été conduit à poser en principe que de ce 
changement de mouvement doit résulter une perte de force 
vive due aux vitesses perdues. Celle extension donnée ainsi au 
théorème de Carnot est très contestable; car il s'en faut que 
le même raisonnement puisse s'appliquer dans deux circon- 
stances aussi différentes. 

Mais on peut justifier, ainsi qu'il suit, le principe dont il 
s'agit. 

Soient (/g-, 75) 

Fig. 75. 



a„èo=: «0 la section contractée de la veine fluide à son entrée 
dans la partie élargie du tuyau ; 

aè = M la section de celte partie à partir de laquelle le mou- 
vement commence à devenir régulier; 

Vo, V les vitesses, p^, p les pressions dans les sections uj, w ; 

acdb la position élargie de la paroi limitée à la section u, et 
qui vient rejoindre la partie antérieure du tuyau. 

Nous admettrons que, dans la masse tourbillonnante, l<i 
pression est sensiblement p^ jusqu'à une petite distance de la 
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ab (dans l'étendue de laquelle la pression devient assez 
lent égale à p pour qu'on puisse considérer la transi- 

ime ayant lieu bmsiiuement). 

t U la vitesse perdue entre «11*0 elab et « sa pro- 
iur la direction de V; on a 

VÎ = V>4-U' + aVu. 

ui du temps de, les molécules qui se trouvaient dans 
sont venues respectivement dans a'^b'„, a'b'; et en 
t m la masse de a„baa'^b\ =aba'b', où 

g g 

sèment de la quantité de mouvement en projection 
reclion de V est 



rquant que la quantité de mouvement de la partie 
le a^b\ab n'a pas changé. Nous avons donc, en désî- 
ir q le poids du liquide compris entre a^^ et ab, 

- ^ V-^udt = (_p„<à — p^)di -h q cos(g,V)di; 
g D (OD ^^' '' 



ition (a) devient 



- Po — P 



>s(f,V). 



1g 1g Q -ig 

e la distance entre cd et ab est petite, on peut ad- 
que ces deux sections sont égales, et, par suite, 

g-, V) n'est autre chose que la hauteur z du centre de 

le cd ou a«6, au-dessus de celui de ab. On a donc 

V> Vî , p.— p U' 
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équation qui est la traduction du principe de Borda, et dans 
laquelle z peut toujours être négligé. 

Si Taxe de l'élargissement est rectiligne et se trouve dans 
le prolongement de celui du tuyau d'arrivée, on a 



et, par suite. 



U=Vo-V 



182. Écoulement d'un liquide, maintenu à niveau constant 
dans un vase, par un ajutage cylindrique, — Nous suppose- 
rons l'ajutage horizontal et assez court pour qu'il n'y ait pas 
lieu de faire intervenir le frottement dont nous nous occu- 
perons plus loin. 

Soient (^fig- 76) 

AB le niveau du liquide; 

h sa hauteur au-dessus du centre de gravité de la section w du 

tube; 
<«)o= \j.tù la section contractée a^h^ de la veine, qui est située 

à une petite distance de la naissance cd du tube. 




Un peu au delà de ^o ^0 » ^n ^^ 9 le liquide remplit complète- 
ment le tube, en prenant une vitesse plus faible, d'où une 
perte de force vive dont il y a lieu de tenir compte. 

Soient/? la pression atmosphérique qui s'exerce s ur AB et 
cià; Pq la pression sur cù^; V, Vo les vitesses dans ab, «0^0- Le 
niveau étant censé assez étendu pour qu'on puisse négliger 
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des molécules qui s'y trouvent, nous avons 





Vo = 


f^ 








/> 


.'-^, 






h 


(V.-V)' 


erlu 


de(i)et(3) 








V 


= o 


/Î3. 



vA^IR"' 



prend /ji ^10,62 (orifice en mince paroi), on trouve 
chiffre qui diffère peu de la valeur 0,82 donnée par 
ce. 
lUle (3) donne 

nant m = 0,83, fi = 0,6a, 

m sur a^ba est donc inférieure à la pression atmo- 
, ce qui est conforme à une expérience, du P. Ven- 
en adaptant à l'ajutage un tube qui venait plonger 
>rase, a reconnu que l'eau du vase s'élevait dans le 
e hauteur ' ^ - ^ —0,74/*. 

ïrte de pression dans la section contractée explique 
trompes, et le tirage dans les cheminées des loco- 
roduil par l'échappement de la vapeur, 
on veut élever le niveau d'un canal, déjà barré par 
1 nombre de poutrelles superposées, il suffit de jeter 
ne autre poutrelle, de manière qu'elle reste noimale 
'eau : celte poutrelle, arrivée au-dessus des autres. 
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détermine un ajutage cylindrique, d'où une diminutii 
pression qui a pour effet de faire tomber brusquement la 
trelle sur la crête du barrage dont le niveau se trouve 
exhaussé. 



§ II. — Dn frottement d'un liquide dans nu tnyan. 

183. Il se développe au contact du liquide avec le luya 
résistance om frottement, qui ne devient importante que 
de longues conduites, et c'est pourquoi jusqu'ici on 
abstraction de cette résistance. 

Soient o- le périmètre de la section du tuyau répond 
l'arc s de l'axe; V la vitesse moyenne dans cette sectioi 

On a été conduit à représenter le frottement d'une trs 
élémentaire par une expression de la forme 

et son travail élémentaire est 



^1 f{y) dsV dt =- f{\)g ds m 



m étant la masse fluide débitée dans le temps de. En i 
duisant dans l'équation de la force vive le travail total 
résistance sur la longueur / du tuyauj nous aurons 

ou 

Concevons que l'on adapte au tuyau deux tubes vertii 
non fermés par le haut, aux points correspondant au 
tesses Vo, V; le liquide s'élèvera dans les deux tubes dit: 

zomètres et il est facile de voir que a -\- .. sera la 

rence de hauteur ï des niveaux dans le tube supérieur 
tube inférieur. 
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wîlant a, &> au périmètre et à la surface d'un cercle 
amètre dit moyen serait D, on aura 



i/Vlv,^. 



des perles de charge dues à des élargissements 
il faudra les introduire dans le second membre de 
L précédente, conformément à la règle de Borda, 
irons le cas où la section est uniforme, qui est celui 
el on s'est placé pour déterminer la forme de/CV), 
ons par I le rapport -. ou la perte de charge par 
trant; l'équation (2) nous donne 

ï=^'/(V) 

conduit à prendre 

/(V) = «V + ôV*, 

m dans laquelle les constantes a, b dépendent de la 
de l'état de la surface du tuyau. 
e la section est circulaire, on a, d'après Darcy, en 
t par R le rayon. 



376 



pour les tuyaux recouverts de dépôts, 



10' R ] 

647 î P<>'"' '** tuyaux qui ont quelque temps d'asage- 
ompris entre o,o3 eto,5o, comme les limites de ôsont 
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723 520 



10' 



lO* 



9 on peut supposer que ce coefficient est constant 



et égal à sa moyenne valeur 



622 
10® 



Lorsque les tuyaux sont en fonte neuve, le coefficient b doit 
être réduit de moitié environ. 

ISi. Ecoulement, par un. tuyau, d'un liquide d'un réser- 
voir dans un autre, tous deux maintenus à niveau constant, 
— Ce problème se présente fréquemment dans les questions 
d'établissement des fontaines publiques. La section du tuyau 
est censée constante. 

Soient {fig. 77) 

Fig. 77. 




H, H' les hauteurs des niveaux dans les réservoirs d'alimen- 
tation A et de réception B au-dessus des centres de gravité 
des sections du tuyau au départ et au débouché; 

/?o la pression atmosphérique; 

p la pression dans la section ab située immédiatement au 
delà de la contraction; 

p' la pression au débouché a' b' \ 

V la vitesse dans le tuyau. 
Nous avons (n** 182) 



d'où 



D'autre part 



par suite 



= 0,82^2-H 



9 f 



iPo — p) 



n 



Po — P 

n 



H-H = i,49 












i 
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ïérence de hauteur des niveaux de A, B; 

iileur du centre de gravité de ab au-dessus du centre 

avité de a' 6'; 

~~ -h 3 la différence des hauteurs piézoméliiques en 



ioutantz aux deux membres de l'équation précédente, 

eut 

.. = j:— 1,49 — 

substituant à Ç sa valeur (a') du numéro précédeni, 

:omme on le fail d'habitude, on néglige le terme 

-î qui est ordinairement 1res petit, on a,X'=^, et il 

'appliquer la formule (3), dans laquelle I désigne alors 
e par mètre courant calculée en raison de ta différence 
eaux dans les réservoirs. Cette formule permettra de 
iner D quand j: sera donné, et inversement. 
règles relatives à l'établissement des embranche- 
d'une conduite étant purement empiriques et très 
ables, nous ne croyons pas devoir nous y arrêter, 
enverrons, pour cet objet, aux Ouvrages de Mécanique 
le et aux aide-mémoire. 

§ III. — De l'influence d'un conde dans nu tuyan. 

Un coude vif dans un tuyau donne lieu à une perte de 
qu'on évaluera en faisant l'application du principe de 

■osons que les deux branches aient le même diamètre 
illes fassent entre elles l'angle a. La vitesse perdue 
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a V^ a 

étant 2 V cos - j la perte de charge sera — 4 cos' -• Ainsi, si 

2 2^ 2 

le coude est de 90% la perte de charge est le double de la 
hauteur due à la vitesse; on voit ainsi combien il est impor- 
tant d'éviter les coudes vifs et de n'employer autant que pos- 
sible que des coudes d'une grande ouverture. 

Il semblerait a priori qu'un coude raccordant d'une ma- 
nière continue les deux branches d'un tuyau ne devrait pas 
donner lieu à une perte de charge. Néanmoins, quelques ex- 
périences de Dubuat ont démontré qu'il n'en est pas ainsi. 
Les résultats qu'il a obtenus ont conduit à représenter la 
perte de charge par la formule d'interpolation 

V2 G 

~ (0,0089 -H o,oi86R)g^, 

dans laquelle R est le rayon de l'arc moyen du coude et C la 
longueur de cet arc. 

On a reconnu qu'un coude n'a aucune influence appré- 
ciable sur le mouvement lorsque son rayon est au moins égal 
à dix fois le diamètre du tuyau. 



§ IV. — Da mouvement d'un liquide dans un canal découvert. 

186. L'hypothèse des tranches appliquée au mouvement 
de l'eau dans un canal découvert n'est admissible, en vue de 
Texactitude qu'on veut obtenir, qu'en introduisant un certain 
coefficient de correction. 

Soient 

p la vitesse réelle du courant dans l'élément e/w d'une sec- 
tion 0) du canal; 
V la vitesse moyenne dans cette section ; 
Q le débit. 

On a 
et, en posant (^ r= V + ç, 

/e d(û = 0. 
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■ce vive du liquide qui traverse u dans le temps dt est 
Udt I 



Udl 



' r<^rf«, = ~ A V»+ 3V'E + 3Ve'+ E»)rfu. 

si aussi plus grande que celle qui est due à la vitesse 
me V. Nous la représenterons par 



it un coefficient plus grand que l'unité et qu'on déduira 
(périence. D'après Vauthier, on aurait 

a = i,o3 pour V = i,So, 
a = l,ia pour y =o,i5. 

expériences plus récentes de Bazin et qui sont d'une 
e précision ont conduit cet ingénieur & établir la for- 

aquelle W représente la vitesse à la surface. Pour les 
s -^ = 5, "v" ~ ^ *!"' geiiéralenienl ne sont pas dé- 
îB, on obtient respectivement « = 1,119, a = i,o43. 
>urra donc, sans grande erreur, prendre constamment 

. Formules générales relatives au mouvement d'un 
é dans un canal. — Nous supposerons que les sections u 
lormales au lieu géométrique de leurs centres de gra- 
ii celte ligne n'est pas comprise dans un plan vertical, 

78 représentera le développement de la section faite 

cylindre vertical passant par cette ligne. 
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Soient 



Go, G les centres de gravité des sections (ùq, w représentées 

par AoB, AB. 

lo, I les intersections des verticales de Gq, G avec le plan ho- 
rizontal de Aq; 

K, H les intersections de GI avec le plan horizontal de Go et 

la surface libre; 

IH = « la dénivellation entre Ao en A ; 

a \2i portion mouillée du périmètre de w; 

- = R ce qu'on appelle, improprement, le rayon moyen de 

cette section; 
Pa la pression atmosphérique. 



Fig. 78. 



la A, 




Les hauteurs de liquide dues aux pressions sur cao, gj, éva- 
luées comme à l'état statique, sont respectivement 



/?a-»-nGoio /?aH- nGH 
ïî • n ' 

et on aura, comme pour les tuyaux, en introduisant toutefois 
le coefficient de correction a défini plus haut 



(V'~V3) __ JPa-4-nGoIo pa-^- nGH ^ r^ 



'^S 



n 



n 



GK-f^f(y)d, 



ou 

(0 



Bazin a été conduit à poser 

(1) /(V) = 6V«, 
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ission dans laquelle b est un coefncient dépendant de la 
•e de la paroi ei du rayon moyen, et il a trouvé 

b = — il'"' — R~ ) P"''' "*^ parois très unies, 

b= -^ ( i-t- ^^ ) * unies, 

fr = — i ( n — W— 1 « peu unies, 

!. Condition gui doit être remplie pour que le mouve- 
soit uniforme. — L'équation (i) donne 

sque la section est conslante on a 

.=/(V)i 

1 désignant par I le rapport - qui a reçu le nom Aepente 
cticilé par mètre de longueur, 

IU=/(V) = 6V', 
i est la condition cherchée. 

. Relation entre la vitesse moyenne V et la vitesse W 
ur/ace. — On a, d'après Bazin, 

\v-v=M/Ri; 

ite que, connaissant RI, et W ayant été déterminé au 
a du lemps employé par un flotteur pour parcourir une 
ne longueur du canal, on pourra calculer V et, par 
le débit du courant. 

, Du mouvement varié, — Lorsque la condition (4) 
3as remplie, le mouvement est varié et il faut revenir à 
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réqualion (i) qui donne par la différentiation 



(7) 



dz = ^-—-\--f{'S)ds, 
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Nous allons considérer le cas spécial où le lit du cours 
d'eau a la forme d'un prisme dont la section est rectangu- 
laire. 

Soient (/^. 79) 

Fig- 79- 





A'B' la section infiniment voisine de AB et, par conséquent, 

Arr AB la profondeur du cours d'eau en A; 

i la pente uniforme du fond BB', censée assez petite pour 

qu'on puisse en négliger le carré ; 
\ la largeur du courant; 
yn, n les intersections avec A' B' de l'horizontale en A et de la 

parallèle au même point à BB'. 



On a 



dz 



Mn = dh^ Mm = — ^ = dz^ mn = ds tang i = ids= A'n -h A'/w, 



cosi 



d'où 



dz = ids — dh. 



D*autre part, le débit qui est censé connu, a pour expres- 
sion 



(8) 



d'où 



Q=VX^, 



t^V = — V 



dh 
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La formule {7) devient, par suite, 

,1. ■-ff/(») 



l'on devra faire 




) 




v=«. 






|/(V) = 4V., 


sorle que 


'on aura une équation de la forme 






ds~,0')M. 



iù, par l'intégration, l'équation du profil du niveau. 
Nous allons discuter l'équation (9) en examinant 
ment les quatre cas qui peuvent se présenter. 

Premier cas : Pour une valeur déterminée de A, on a 



I) 



La dérivée -j- étant positive, h croit, V décroît, de sorte 

le, a fortiori, les inégalités précédentes seront satisfaites 
iur les valeurs successives de h. 

La première d'entre elles donne, en ayant égard aux rela- 
ins (8) et (10), 

A'X'i-20>6A-0îil>o 

k est supérieur à la racine positive de cette inégalilé 
msformée en équation, c'est-à-dire à la hauteur constante 
rrespondant au mouvement uniforme; il suit de là que le 
ofll de la surface liquide sera situé au-dessus de la droite 
il répond au mouvement uniforme et ira constamment en 
ilevant au-dessus de cette ligne. Les seconds termes du 
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numérateur et du dénominateur de (9) devenant de plus en 
plus petits, il arrivera qu'ils pourront être négligés et qu'on 

aura sensiblement -7- =^ i ou 

as 

ids — dh = = dz, 

c'est-à-dire que le niveau sera horizontal, ce qui devait être, 
puisque, la vitesse étant censée nulle, on rentre dans les con- 
ditions de l'équilibre. Le profil du niveau sera donc continu 
et aura une asymptote horizontale. 
Les conditions (11) seront le plus souvent remplies; en 

effet, on en tire 

V* ^ ai R 

et, a fortiori, puisque t- < '> 

V* ^ ai 

ou, en prenant les valeurs usuelles b := o,ooo4, « = 1,10, 

V« i 

I — a —7 > I — 



gh 0,00357 

Pour que le second membre de cette inégalité soit positif 
comme le premier qui l'est par hypothèse, il suffit que 
i< 0,00357 soit une pente de 3",57 par kilomètre, qui est 
rarement atteinte par les cours d'eau non torrentiels. 

Deuxième cas : 

V* 

« — ^ -g- <o, 

I — (X-y >0. 

La hauteur h décroîtra et par suite V croîtra, la pre- 
mière inégalité restera toujours satisfaite; mais le premier 
membre de la seconde allant toujours en décroissant, il arri- 
vera que 



V» 

i— a — 7 = o. 
g^ 



II. 
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1 voit ainsi que le profil du niveau s'éloigne constam- 
t de la droite qui répond au mouvement uniforme, au- 
ous de laquelle il est entièrement situé, et que pour une 
une valeur A' de h, répondant à j=:î', la tangente est per- 
liculaire au Tond du canal. Comme l'hypothèse des tranches 
ncompatible avec ce résultat, il faut que, à partir d'une 
ur de s plus petite que s' ou d'une valeur de A plus 
ide que A' il y ait discontinuité dans le mouvement, et, 
îtivement, le liquide prend une forme arrondie {Jîg. 80) 
ent, en tourbillonnant, rencontrer la masse liquide d'aval 




lée d'une moindre vitesse; c'est ce qu'on appelle un res- 
d' abaissement. 



\ hauteur A croîtra et V décroîtra. Il arrivera donc qu'on 
élera à l'une ou l'autre des deux égalités 



c'est la première qui est satisfaite avant la seconde, le 
il restera continu et sa tangente sera parallèle au fond, 

s une certaine section a„*j(_/î^. 81); audelàdeag&g.i ^ 

endra positif et l'on rentrera dans le cas précédent. 
c'est la seconde égalité qui se trouve vérifiée la première, 
angente deviendra normale au fond, en un certain point 
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du proill, ce qui est inadmissible pour les mêmes moti 
ceux que nous avons donnés plus haut. 

Fig. 8,. 



Il y a eiïeclivemenr, pour une valeur moindre de s, < 
linuilé dans le mouvement; la masse d'amonl vient t 
la masse d'aval animée d'une moindre vitesse, en d 
lieu à des tourbillonnements, de sorte que le niveau ë 
une surélévation brusque. Il se produit ainsi ce qu'on i 
un ressaut d'élévation qui sera étudié plus loin. 



Quatrième 



La hauteur h décroîtra, V croîtra; le dénominateu 

sera toujours négatif; mais il arrivera que le numi 
s'annulera et alors la tangente au profil sera parallèle : 
dans une section ab {fig. 8i); au delà le numéraleu 
nant négatif, on rentrera dans le cas précédent. 



191. Des ressauts d'élévation (fig. 8a), - 
Fig. Si. 
__4^^?' 



Supposons 



canal soit horizontal; que AdBo, AB soient les secti< 
précèdent et suivent immédiatement le ressaut. 
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eni u la hauteur de A au-dessus de A»; Vg, V les vitesses 
nnes dans les sections AjB», AB, dont A»A représen- 
es hauteurs. Nous appliquerons ici, par extension, le 
pe de Borda, en faisant remarquer que la perte de force 
oit être affectée du coefficient a. Nous aurons alors, en 
it la voie du n° 187, 

V'-Vj ^_ __ (V„— V)' ^ 
■*!,' - " ' -ig ' 

\ h 
en substituant u = /i — A„, V = —y— , 



primant que ce rapport est supérieur à l'unité, on 
be sur l'une des inégalités du troisième cas du numéro 
lent, ce qui est une justification de l'extension donnée 
ncipe de Borda. 

ressauts se produisent dans bien des circonstances, 
iment à l'amont d'un obslacle transversal placé dans le 

courant remplissant certaines conditions, au delà du 
icbé des vannes, etc. 

, Des perles de force vive dues à des élargissemenis 
uesdes sections des canaux. — Ces pertes s'évalueront 
même manière que dans le cas des tuyaux, en donnant 
le l'extension au principe de Borda, comme nous l'avons 
ait au numéro précédent. 

sidérons par exemple ce qui se produit lors du passage 
au sous un pont d'une seule arche dont les culées ont 
i le lit du cours d'eau. 

iu, en entrant sous l'arche, éprouve d'abord une con- 
)n, et prend une vitesse plus considérable qu'en amont, 
ine dénivellation sensible; mais, en arrivant au débou- 
1 section augmentant brusquement, il se produit une 
de force vive, par suite un remous et une suréleva- 
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En supposant que le lit du cours d'eau soil horizontal et 
que sa section soit rectangulaire, soient 

Vo, V, V les vitesses moyennes de Teau en amont du pont, 
près du débouché, et immédiatement en aval du remous 
lorsque le régime régulier commence à se rétablir; 

Ao, hy h' les profondeurs correspondant à ces vitesses; 

Xo la largeur du courant en amont et en aval, et X la distance 
entre les culées. 

Nous aurons, en employant les mêmes raisonnements que 
ci-dessus, 

(I) a- 11=/,,-/, 

et 

V'2-V2 ,, , (V— V')* 
a = // — h — a ^^ — 



2^' 2^ 



OU 



V7V— V) 
(•2) a --il lJ.=/i-/,'. 



g 



Nous avons d'ailleurs 

et alors les équations (i) et (2) se réduiront à deux autres 
entre les inconnues A, A', et qui, par suite, feront connaître 
la dénivellation h^— h', 

193. Description sommaire des procédés le plus générale- 
ment employés pour jauger un cours d'eau. — Nous ne 
reviendrons pas sur le procédé du déversoir (n** 178) pour dé- 
terminer le débit d'un cours d'eau, c'est-à-dire en faire le 
Jaugeage^ et qui n'est pas toujours applicable. 

Pour déterminer le débit, il suffit de connaître la vitesse 
du cours d'eau dans des parties suffisamment petites d'une 
section perpendiculaire aux filets. 

Le tout se réduit à tendre d'une rive à l'autre un cordeau 
gradué et de déterminer, pour chaque division, la vitesse à 
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es profondeurs, au moyen d'appareils spéciaux dont 
>ns faire connaîlre les principaux. 

>e de Pilot. — Cel instrumenl consiste en tube coudé 
Iroil dont on dirige une branche dans le sens opposé 
u mouvement. 

la hauteur à laquelle s'élève le liquide, au-dessus du 
ans la branche verticale. D'après Dubual, la vitesse 
irant est donnée par la formule 



/( = i 



v 



te de Dubaat. — Cet instrumenl diffère du précédent 
e la branche horizontale est terminée par un cône en 
ir, ce qui en rend la sensibilité plus grande. On em- 
a formule 



le de Darcy et Baumgarlen. — La grande difficulté 
résente, lorsqu'on fait usage des instruments précé- 
)nsiste dans la mesure exacte de la hauteur h. 
vile en se servant d'un double tube {fig. 83) dont les 



Fig. B3. 



J- 



i A, B, recourbées horizontalement, se raccordent à 
tie supérieure avec un tuyau d'aspiration C muni d'un 
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robinet R. L'exlrémilé inférieure de A esl ouverte et cellt 
B est fermée ; mats, à une petite distance de cette dernit 
on a pratiqué en dessous- une ouverture D, de manière i 
l'eau, en s'élevant dans la branche verticale, n'y indique > 
la pression statique. 

En produisant une aspiration en C, le liquide s'élève d 
A et B sans changer la différence de hauteur A des d' 
niveaux. On peut alors fermer un robinet R' placé au-dea 
des coudes, retirer l'appareil du courant et mesurer exac 
ment k. 

On tare l'appareil, c'est-à-dire qu'on détermine le coe 
cient k de ta formule 

en la déplaçanl, avec une vitesse connue, dans une pi 
d'eau tranquille. 

4° Pendule hydrométrique. — Ce pendule se compose s 
plement d'un fîl, dont la masse est négligeable, terminé 
une sphère qui, sous l'action de l'eau, donne lieu à un é( 
«ngulaire « qu'on peut observer. 

Soient 

P le poids de la boule dans l'eau; 

l la longueur du fîl mesurée à partir du centre de la sphè 

A^V* la pression du liquide sur la sphère. 

On a, en prenant les moments 

fiV*icosa = P/aina, 
d'où 

^ étant un coefficient numérique relatif à chaque apparei 
qu'on déterminera par expérience. 

5» Tachomètre de Brunings. — Soit (fig- 84) AB un fi 
de romaine dont le couteau est en C et le poids mobile P 

Un fil vertical fixé en B passe sur une poulie D et p 
s'accrocher à l'une des extrémités £ d'une tige horizont; 
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en conséquence, el terminée d'autre part par une 
verlicale sur laquelle agit normalement le courant. 

al k — la pression exercée sur la plaque ; «, a les dis- 
horizontales de P et du point B au couteau C. 

Fig. 84. 



p 



qu'on a placé le poids P de manière à équilibrer la 
>n du fluide sur la plaque, on a 



L un coefficient spécial à chaque appareil et qu'on déter- 
1 expérimentalement. 



— De la preaaian exercée par iu liquide en moaTement 
SOT on eorpB solide fixe. 

Pression d'une veine fluide sur une plaque. — Le plan 
igure est celui qui, passant par l'axe de la veine, est 
1 à la plaque. La plaque est censée assez étendue pour 
une certaine distance de l'axe, les vitesses sur la plaque 
sensiblement parallèles. 
nt(y?é-. 83) 

^action normale de la plaque ; 
:1e de l'axe de la veine avec N ; 
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Vo la vitesse dans une section AqBo = wo ^aJt^ avant Tépa- 
nouissement de la veine. 

Fig. 85. 




On peut admettre que des molécules qui se trouvaient pri- 
mitivement dans AqBo traversent successivement après Tépa- 
nouissement des cylindres normaux à la plaque tels que 

Au bout du temps dt, les molécules qui se trouvaient dans 

AqBo et (CqDo, EoFo) viennent respectivement dans AB et 

(CD, EF). En appliquant le principe de l'accroissement des 
quantités -de mouvement et des impulsions des forces en pro- 
jection sur N, on obtient 

}^dt coo Vo fl?^. Vo ces a = o, 



S 



d'où, pour la pression égale et contraire à N, 

N = — (*)oV5cosa. 

195. Lorsqu'une veine fluide frappe la surface d'un solide 
de forme quelconque, les règles de l'Hydraulique sont insuf- 
fisantes pour déterminer, en grandeur et en direction, la 
pression résultante. Il en est encore de même, en ce qui 
concerne l'intensité, lorsque, a priori, on connaît la direc- 
tion de la pression, comme on en jugera par l'étude du cas 
suivant, dont on tirera cependant quelques conséquences in- 
téressantes. 

L'axe de la veine, qui est censée circulaire, coïncide avec 
celui d'un solide de révolution; on conservera les notations 
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léro précédent, en ai^mettant que (CoDo, EjF,,) repré- 

i seclion conique u, dans laquelle les molécules liquides 

rie point de quitter le corps; nous désignerons par 

.esse dans cette section et par <p l'angte de C, Dg avec 

ction de N. 

in raisonnement identique à celui du numéro précité, 

ive 

K= -(io„V3-u>V*co8?). 

it de là que si l'angle f est aigu, ou si la surface pré- 
îa convexité à la veine, on a N < - woVJ; quand la 

ouche la concavité on a, au contraire, N > — uoV! ; ces 

g 
ésultats sont conformes à ce que l'on constate d'une 
■e générale. 

Pression d'une masse Jlaide en mouvement sur un 
fixe immergé, — Dubuat et plus tard Ducliemin ont 
u, par expérience, que lorsqu'un corps est immergé, 
profondeur suffisante, dans un liquide en mouvement, 
erce aucune influence sur les filets situés à une dis- 
ie la surface du corps supérieure à une certaine limite, 
imite dépend en chaque point de la forme de la sur- 

leut donc considérer le problème dont il s'agit comme 
lisant au cas où le courant serait limité par un cylindre 
L section dépend de la forme de la surface. 

nt(yï«". 86)(') 

Bjlf) le cylindre limite; 
ection; 

îtesse du courant; 

ne seclion du cylindre faite en amont avant que le 
s ail modifié le mouvement du liquide; 
ï dans celte section. 



I, JDsqu'4 noarel ordre, anx idées de PoDcelel. 
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Les filets en rencontrant le corps s*infléchissenl; la masse 
fluide glisse sur la surface sur une certaine étendue, puis elle 
éprouve en PQ une contraction. Si la dimension maximum 
du corps, dans le sens du mouvement, est assez grande, le 

Fig. 86. 




liquide, après la contraction, reviendra glisser sur la surface 
jusqu'à une section RS, au delà de laquelle aura lieu une 
perte de force vive ; lorsque les tourbillons auront disparu en 
AB, le mouvement redeviendra régulier; comme dans les 
ajutages cylindriques, il y aura une vitesse moyenne perdue U 
entre PQ et RS; et, en désignant par U' la vitesse moyenne 
perdue entre RS et AB, et par/? la pression sur AB, nous au- 
rons 



n 



(T 



Q ir 



d'où, dans certains cas, la pression sur la surface. 

Cas particuliers : 

i<* Plaque très mince dont la normale fait V angle en avec 
la direction du mouvement. — Ici PQ et RS se confondent 
et U = 0. 

Soient A la surface de la plaque; fx le coefficient de la con- 
traction dans la section annulaire PQ. 

V Çl 

La vitesse dans la section contractée sera —77=^ — ^-^ r 

/jl(i2o — Acosa) 

et la vitesse perdue 

„^y r Qq ^ 



i4o 
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^0 



Si K désigne le rapport -r ;;— > nous aurons 

A COa et 



La pression exercée sur la plaque sera N:=(/»oA. — p^) cos a, 



ou 

(a) 






cos a. 



Dubuat (Jig. 87) a trouvé, expérimentalement, pour une 
plaque carrée normale au courant. 



N =i,86nAn XI 

2ir 



Comme la contraction ne se produit que sur le pourtour de la 
plaque, le coefficient jx est supérieur à 0,62 et en supposant, 

Fig. 87. 




par exemple, 1x^:1=0, jo, on obtient, en comparant les deux 
formules qui précèdent, 

K = 2,4i. 

D'après les résultats de quelques expériences de Vince et 
Hutton, interpolés par Navier, on devrait, dans la formule 
{a), remplacer cos a par 

cosa^***""^. 

2<* Prisme à base carrée dont les arêtes sont dirigées dans le 
sens du courant, — On supposera le prisme assez long pour 
que les choses se passent comme Tindique la fig. 88. 



HYDRAULIQUE. 

Il est facile de voir que 

On a donc, pour la pression exercée sur le prisme, 
Pour un prisme à base carrée, Dubuat a trouvé 



i4i 



(b) 



N = i,34nA^, 






et, en continuant à prendre jx = 0,70, on aurait K = i ,62, 

Fig. 88. 




D'après le même expérimentateur, le coefficient numé- 
rique de N augmente quand la longueur du prisme diminue, 
et pour un cube il a obtenu 

V* 

N = i, 1702-5^. 

197. De r Influence des proues et des poupes. — Si Ton se 
reporte à \dijig. 86 et à ce qui précède on reconnaîtra que, 
si Ton termine en amont la surface du corps par une sorte de 
forme ogivale (proue), le coefficient de contraction, dans PQ, 
sera très voisin de Tunité; si, de plus, la section de la partie 
d*aval de la surface (poupe) diminue graduellement jusqu'à 
devenir insensible, les vitesses perdues U, U' resteront très 
petites, et par suite la pression N sera très petite. 

198. De la résistance éprouvée par un solide animé d'un 
mouvement translatoire dans un liquide en repos, — Conce- 
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qu'on imprime au système matériel du numéro précé- 
une vitesse égale Et contraire à V,; le liquide sera 
né au repos et le solide sera animé de la vitesse Voi 
viendra une résistance qu'on réduira par l'emploi de 
s et de poupe. On explique ainsi la forme des poissons, 
des navires rapides, quoique émergés en partie, 
résultante normale éprouvée par une aire plane, d'après 
■mule (a) du numéro précité, sera de la forme 



H^ 



.n. 



is généralement on admet, comme nous l'avons fait 
les quelques questions spéciales qui ont été traitées 
l'ici, que, d'après les idées de Nevïton, cosa doit être 
lacé par cos'a, c'est-à-dire que la résistance N est pro- 
ïnnelle au carré de la composante normale de la 
le. 

tous parait intéressant de reproduire l'induction qui a 
lit Newton à ce résultat. L'aire A, dans le temps dt, 

déplacé la masse — cosGcV^dt, dont la quantité de mou- 



I îidt, on obtient 

N = - AV; cos' X. 
S 

is les choses ne se passent pas exactement comme on 
pposé, el cette valeur de N est trop faible ; c'est pourquoi 
poserons 

N = mllA-^cos'a. 

qui précède s'applique au mouvement d'un fluide quel- 
le. Pour a=^o, Didion a trouvé m — =o,o84, d'oii 

■ig 

,27a, au lieu de 1,86 trouvé par Dubuat, pour l'eau, 
les mêmes circonstances, 
voit ainsi que, au double point de vue théorique et ex~ 



t 



( 
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périmenlal, il y a encore beaucoup à faire pour arriver à des 
connaissances à peu près certaines sur la résistance opposée 
par un fluide en repos sur un solide en mouvement. 

En continuant à se conformer aux idées de Newton, qui ont 
prévalu jusqu'à présent, on suppose que la résistance éprou- 
vée par un élément d(s^ de la surface d'un projectile quel- 
conque est donnée par la formule (c), en y remplaçant A par 
d(ù, et que, quand la composante V^ cosa est négative, ou que 
sa direction pénètre dans le corps, il se produit une aspira- 
tion ou pression négative dont on fait abstraction; pour le 
surplus, nous renverrons aux Traités spéciaux de Balistique. 

§ VI. — Écoulement permanent, par un orifice, d'un fluide élastique 
renfermé sous pression constante dans un réservoir. 

199. L'orifice est censé assez petit pour qu'on puisse né- 
gliger les vitesses des molécules dans le réservoir. L'écoule- 
ment a lieu dans un milieu dont la pression p est constante; 
l'action de la pesanteur est négligeable devant celle de la 
différence /?o — P des pressions dans le réservoir et dans le 
milieu ambiant. 

La formule (A) du n<» 180 nous donne, en posant p^ = II, 



ë n 



(0 -=-r$ 



d'où 

ig" J n 

200. Gaz permanent. — Comme le gaz n'éprouve ni perte 
ni gain de chaleur, nous prendrons (») 

(.) ° = "^fe) 



1 
f 



y étant le rapport des chaleurs spécifiques sous pression con- 



(') roir notre Traité de Physique mathématique^ t. II, p. 77. 
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stante et volume constant, soit y = 1,419 pour Tair, et l'équa- 
tion (f ) donnera, par rélimination de II, 



(3) V = 



\/fI>[-(.^)'1 



d'où, pour le poids débité par seconde par l'orifice dont A est 
l'aire. 



(4) Q=txAVn = HtA 



y/tït fô^ [- a)'1 



[x étant un coefficient de contraction ou de dépense. 
Si la différence des pressions Po — p est assez petite pour 

qu'on puisse négliger le carré de^^ — —y on a 

Po 



l-i I-i 



a)'=K-i^)'=-(-^) 



P—Po 



et les équations (3) et (4) deviennent, en prenant de plus dans 

s 



la seconde 



iff- 



(3') V = ^Î^(^I1^>, 

(4') Q= iiX\/2gUo{po — p). 

Les équations (3') et (4') sont celles qui se rapportent à un 
liquide dont le poids spécifique serait IIq. 

Grashof, en partant des résultats des expériences de Wies- 
bach, a trouvé pour /x les valeurs suivantes : 

fo Ajutages ayant la forme du jet contracté, ayant 10"°* 
de longueur, — On a 

V- =0,981 

pour une charge p^—p correspondante une colonne de mer- 
cure variant entre 180*"" et 85o™™; 
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a" Orijîces circulaires en mince paroi, de lo" 
diamètre. — Pour une charge de So™" à 85o""" d 
on a 

ji = 0,555 à 0,795, 

Le coefficient n augmente ainsi avec la charge. 

3° Ajutages cylindriques très courts, de lo"" 
diamètre. — On a, dans les mêmes limites de chi 
dessus, 

t:i = o,737 à 0,839. 

Ces diverses valeurs de /* diffèrent peu de c 
trouve pour l'écoulement de l'eau, dans les mêi 
stances, comme l'avaient déjà fait remarquer d'A 
Poncelet, à la suite de quelques expériences fa 
cas de faibles charges. 

201. Écoulement de la vapeur d'eau saturée s 
peut appliquer les formules du numéro précédei 
posant y =3 1,33 ('). 

202. Du frottement des gaz dans les tuyaux. 
le poids spécifique du gaz dans la section u dont 
rimètre. Le frottement sur la longueur ds de l'axe 
est représenté par 

et, d'après Poncelet, il convient de prendre b 

On reconnaîl facilement que l'équation (1) 
après l'avoir différentiée, s'applique ici en inlrod 

le second membre le terme ' On a ainsi 



L.dS-'^-^i^y dp-bi — ds. 



e Trailé de Pkftique mathématique 
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-"(;j'= 






En portant cette valeur dans la formule (4)i on aura une 
uation difTérentielle en p et s, qui, intégrée, et connaissant 
; valeurs de p aux exlrémilés du luyau, permettra de déter- 
ner Q. 
Dans la plupart des cas, comme dans la canalisation du 

[ de l'éclairage, le rapport — — - est assez petit pour qu'on 

isse faire l'application des formules établies pour les 
uides. 
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CHAPITRE XVL 

DES PETITS MOUVEMENTS D'UN FLUIDE ÉLASTIQUE. 



203. Cette question, qui se rapporte surtout à l'Acous- 
tique, a été introduite depuis Poisson, dans Ja Mécanique 
générale; aussi n'en est-il plus fait mention dans les récents 
Traités de Physique mathématique. 

Comme elle s'appuie, en parlie, sur l'Hydrodynamique, 
et sur l'hypothèse des tranches de l'Hydraulique, il était 
difficile de lui faire une place convenable, et c'est pourquoi 
. nous en avons fait l'objet d'un Chapitre spécial. 

Nous admettrons que la vitesse dérive d'un potentiel 9, et 
qu'elle est assez petite pour qu'on puisse en négliger le carré ; 
nous ferons abstraction de la pesanteur. 

Les équations (7) et (6) du n*» 169 donnent 



dt ^ \ drî d/2 dz^ 
p dt 

D'ailleurs on a (n°200) 

Po VPo/ 

Si l'on pose 

(1) p = po(ï-+-0, 

la valeur de la condensation Ç sera de l'ordre de grandeur de 
la vitesse et, en conséquence, on en négligera le carré. 



i 



m 
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La seconde des équations (a) devient 



et, en posant 
on obtient 


po àt 
Po 


(2) 





La première des équations (a) donne d'abord, eu égard à 
la valeur (i) de p, 

mais •:n = 3-:-i-3 — t- -^ -j- t^-+-3- t^> ou simplement 
at ot ax ox oy ôy oz az 

-^ =r-T-j ou encore, vu (a), -7- = ; 3-^: 1 équation ci-des- 

dt dt ' dt a^ dt^ ' ^ 

sus se réduit donc à la suivante 

à laquelle on devra chercher à satisfaire dans les différents 
cas qui pourront se présenter en ayant égard aux conditions 
imposées. 

204'. Du mouvement d'un gaz dans un tuyau. — On pren- 
dra pour Ox Taxe du tuyau et on admettra qu'à chaque instant 
les molécules qui se trouvent dans une section sont égales et 
parallèles à O^r. 

Comme 9, et par suite Ç, ne dépendront que de Xy nous 
aurons 

(4) < 

f — x = a' — - • 

En désignant par A,„, m deux constantes arbitraires, la se- 
conde de ces équations sera satisfaite par une somme de 
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termes delà forme A,„sinm (t j> d'où une série de vibra- 
tions qui se superposeront, et il nous suffira de considérer une 
d'entre elles définie par 



<p = Am8iûmf / — ^j 



et pour laquelle nous aurons, en désignant par u la vitesse 



dx 



d'où 



; = ~ cos/w 

m km 
u = C0S/7Z 

a 



'^=1 



('-!) 

('-!) 



On peut considérer la masse fluide comme étant décom- 
posée en tranches infiniment minces, éprouvant des dilata- 
tions et contractions variables avec le temps et leurs posi- 
tions moyennes, et animées de mouvements oscillatoires. 

Si les conditions initiales sont telles que la tranche qui 
répond à ^ = o entre seule en mouvement, on a, pour sa 
vitesse, 

mAm 

I/o = — y 

a 

et pour la vitesse, au bout du temps t, d'une tranche quel- 
conque, 

K = uq cosm ( / j ; 

mais la vitesse Uo ne sera communiquée à cette dernière 
tranche qu'au bout du temps ^= -; donc le mouvement vi- 
bratoire se propagera avec une vitesse constante 

qui sera, en nous plaçant de l'Acoustique, la vitesse de pro- 
pagation du son. 



i 
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Pour l'air à la température 6 sous la pression moyenne cor- 
respondant à la colonne de mercure de o"»,76, on a 

__ I ,^982 i 

^^■" 9,8088 1-4-0,008670' 

d'ailleurs y ^= i ,4i9> />o= io333, par suite 

V = 333™,49 v/n-o,oo367Ô. 

La valeur 333™, 49 de V pour = o, diffère peu de la moyenne 
33o™,7o des résultats obtenus, par Regnault, en 1866. 
La condensation et la vitesse étant les mêmes pour la 

tranche définie par ar, au bout du temps ^ -^ y? et la tranche 

répondant à a? = o au bout du temps ^, les deux mouvements 
vibratoires sont identiques et il suffit, par conséquent, d'étu- 
dier le mouvement de cette dernière dont la vitesse, à un 
instant quelconque, est 

u = uq cos mt. 

L'amplitude d'une vibration complète — - est ce qu'on 

appelle la longueur de ronde. L'onde est ainsi composée de 
deux demi-ondesy l'une condensante et l'autre dilatante. 

Nous allons maintenant examiner les différents cas qui 
peuvent se présenter dans le mouvement d'un gaz dans un 
tuyau. 

205. Le tuyau est indéfini. — Supposons que les conditions 
initiales soient exprimées par 

pour toutes les valeurs de x comprises entre — 00 et 00. 

En désignant par ^j' et x deux fonctions arbitraires, l'inté- 
grale générale de la seconde des équations (6) étant 

nous aurons 
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d'où v];'(^), x'(^) et 

/■( j: — rtf ) -4- a F(jr — at) f{x 4- at) — aY{x -h a/) 
u = * \- * — > 

2 ï 



r_ f(x — at)-^aF(x—at) ^ f(x 
a<^ — . 



at) — a¥{x-\-at) 



206. Le tuyau est fermé à ses deux extrémités, — Appe- 
lons / la longueur du tuyau et plaçons l'origine à l'une de 
ses extrémités. Aux conditions (5), qui ne doivent être satis- 
faites qu'entre j? t= o et j? = /, il faut joindre les suivantes : 

(6) ^=o pour x = o et X = /. 

Cherchons à satisfaire la seconde des équations (4) en 
posant 9 = TX, produit dans lequel T, X sont des fonctions 
respectives de t et de x. £n substituant, on trouve la relation 

i ^_ g'^X 
T rf£« ~ X cU^ ' 

qui exige que chacun de ses membres soit égal à une con- 
stante que nous désignons par — a}m^\ on est ainsi ramené 
à intégrer deux équations différentielles connues; on pourra 
donc prendre 

cp = (M^ cos/iu:-!- Not sin/wx) (?;„ sinam/ -h Q^ cosom/ j. 

On satisfera aux conditions (6), en prenant N;„ = o et 
sin/ra/ = o, d'où, en désignant par i un nombre entier quel- 
conque positif, 

"" = -[• 

Nous pourrons donc écrire 

V^* iizx / . . aiTzt _ iÙTZtX 

Ç = >.. ces— r- (Â/Sin — hB/COS —7—1» 

A • l TT B'ITT 

d'où, en remplaçant, après les différentiations, ' , -y- par 
A|, B/, 

/ V^* . Itzx f . . a'iTzt _ ai-sztX 

i u = — ^^ sm — j- (A/ sm — ^ — h B/cos — 7— )' 

(lo) \ 

y X^ iTzx / . aÎTzt _ . aiTzt\ 
ûÇ = — > CCS— j— ( Ajcos— ^ B/sm— T— j. 
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es conditions (5) deviennent 

n déduit de là 

Bi=- j J f^^-i^a'-^Av, 

Ai = — j-J F(x)co9-^<ic. 

i l'on considère, en particulier, le cas où l'état initial est 
jue la série se réduise à un seul terme, on a deux équa- 
is de la forme 

nï = COS ^^(AiCOB^^^^ BiBÎQ — 7— )■ 

a/ 
,a durée d'une vibration est -:-; les points où le gaz est 

nobile dans le tuyau, ou ce qu'on appelle les nœuds, sont 
mes par u = o, c'est-à-dire par 

x = - 

tant un nombre entier. Les nœuds divisent ainsi la lon- 
^ur du tuyau en parties égales. 

.es points où la condensation est nulle, appelés ventres, 
l donnés par 



Is sont donc situés aux milieux des intervalles successifs 
i nœuds. 
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20T. Le tuyau est ouvert à ses deux extrémités, — La con 
densation étant nulle aux extrémités, on a à exprimer que 

-^ = o pour X = o, X = /, 

conditions auxquelles on satisfera en prenant 

V^* . Htzx f . . aiizt ^ aiTzt\ 

f = > sin -y- f A/ sin —y— B/ cos — 7— ) » 

d'où, en remplaçant, après lesdifférentiations, — j-^ —7—^ 
par A/, B/, 

V^* iizx / . . aÎTzt ^ aitzt 
w=> 60s-y-( A/sm— 2 hB/cos-rr— ; 

^ V^* . iizx f . aitct -. . MTzt\ 
al^^-^y sin -y- » A/cos — 2 B/sm— ^i- 

Les conditions relatives à l'état initial sont 

2 A/8iD^ = — aF(:F), 

Bi = ^J f{x)co3^-^dx, 

// 
F(x)8in '-j-ax. 

On a, pour un mouvement simple, 

ÎTzx / . . aijct „ aiTzt\ 

U = ces —j- l Ai Sm —j h B/ 008 —r- ) > 

. ÎTzx /_ . a/ir/ . aiiztX 

flÇ=s sm — T- ( B/8in— 2 A,cos — 7- )• 

2/ 
La durée d'une vibration est —: les ventres et les nœuds, 

la 



d'où 



r 



J 
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en désignant par k un nombre entier, sont respectivement 
donnés par 



kl iik-^i)!. 

X = -ry JC = : y 

l 11 



et Ton voit que les ventres sont situés à égale distance des 
nœuds successifs. 

208. Une des extrémités est ouverte et Vautre est fermée, 

— Nous placerons Torigine dans la section ouverte; nous 
aurons à satisfaire aux conditions 

dm 

-i. = o pour Jc = o, 

~ = o » X = L 
ox 

qui seront remplies en posant 

"? = 2. '"^ 1 V' «•" - J + »' <»« ^^ Tl J • 

On déterminera les A;, 6/ comme on Ta fait précédemment 
. et on reconnaîtra que dans un mouvement simple un ventre 
se trouve au milieu de la distance des deux nœuds adja- 
cents. 

209. Des petits mouvements d'un gaz indéfini en tous sens. 

— L'équation (3) du n® 203 est satisfaite par 

(p = 2 A/nSin/wf ; — - H- a,rt) H-BmSinm U— --4-Pm) 
-f-Csin/w It h Yw)-hA^8in/»(^-f- - H-a^j 

expression dans laquelle les A, B, C, a, (3, y sont des con- 
stantes arbitraires. 

D'après cette forme, on voit que la vitesse de propagation 
du son dans le sens de chacun des trois axes, dont l'orienta- 
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lion est arbitraire, est égale à a, que, par suite, elle est con- 
stante dans toutes les directions; on remarquera qu'ici les 
ondes sont sphériques. 

On satisfera aux conditions initiales 

en même temps qu'à Téquation (3), en écrivant avec Pois- 
son (»), 



f x-\- A/cosO, 



(7) 



<5>— -;— / d^ j f sin6/j j + rt/sinO cosTST, \dmy 
^'^^0 Jo \z^ at sine cosw / 

-^T^-T I d^ I fsinôFl r -harsinOcosTST, \dTij, 



formule dans laquelle 9 est L'angle que forme avec 0^ le 
rayon vecteur 0/n, mené de Torigine au point (^, j, z) et w 
l'angle des plans ;rOm et a:Oy. 

Si nous désignons par a, (3, y les angles mOa:, mOy, niOz, 
par d(ù réfément de la sphère dont le rayon est égal à l'unité, 
l'expression (7) peut se mettre sous la forme 

<p = 7— / t/{x -t-rtf cosa,/H-rt/cosp, z -i- at cosy) dis) 

-t- — j //F(x-Ha/cosa, j-j-a/cosp, z -hatC08^()dta, 

le sigae Ts'étendant à la surface entière de la sphère. 

(') F'otr notamment le Tome II des Leçons d* Analyse de Duhamel. 
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APPENDICE. 

ÉQUILIBRE D'ÉLASTICITÉ D'UNE PLAQUE DONT LES FACES 
SONT SOUMISES A DES PRESSIONS NORMALES. 



I. Une plaque est un prisme ou cylindre dont la hauteur 
ou épaisseur est relativement petite par rapport à ses dimen- 
sions transversales. La position d'une plaque sera définie 
soit par un encastrement suivant le périmètre, soit par l'ap- 
pui de ce périmètre sur un prisme creux. La plaque sera 
censée composée de feuillets, comme on Ta dit au n^ 153. 

Soient 

2£ = e l'épaisseur de la plaque ; 

xOy son plan moyen; 

Po>Pi les pressions exercées sur l'une et l'autre face par 

unité de surface et qui généralement seront des fonctions 

de ^,7; 
P .— Po— Pi la pression effective. 

La partie positive de Oz sera dirigée dans le sens de Po. 
On doit avoir 

(l) j02ar = 0, Pzy=0 pOUr 5 = ± £, 

avec les équations de l'équilibre intérieur 



dx dy ' dz ' 



(-1) / !fe + ^H_^Z5 =0, 

^ ^ ^ ây àx dz 

àpzz ^ àpzx ^ àpzy _ 



ôz ôjc dy 

Différentiant respectivement, par rapport à a:, y, la'pre- 






i 
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mière et la seconde des équations (2), puis les ajoutant à la 
troisième, après les avoir multipliées par z, on trouve 

\ àx^ àxày dj^ ) dz dx dz df dz 

Si nous multiplions cette équation par dzy que nous inté- 
grions ensuite entre les limites 5 = ih e, en remarquant que 

^f^ ^5r= Pj— Po=:— P, nous obtenons, eu égard à (i). 



/ 



-. •>' 



û 






'\zdz — P = o, 



dx^ dxdy dj 

ce qui revient à 

De Varr = "i — H t" on déduit successivement 
' -^ dy dx 



à^xy à^fi à^^ à^x ào 



y 



dx dxdy dx^ dy dx 

dxdy dy^ dx^dy dy^ dx^ 

et l'équation ci-dessus devient 

Pour aller plus loin il faut faire un emprunt aux hypothèses 
de la résistance des matériaux. En conséquence, on négligera 
la variation d'épaisseur de la plaque, par suite dz et le carré 

( * y Cette formule est due à M. Boussincsq. 



ÉQUILIBRE d'élasticité I)*UNE PLAQUE, ETC. iSg 

des inclinaisons sur le plan xOy des tangentes au feuillet 
moyen déformé. 

Un point quelconque Mo du feuillet moyen naturel viendra 
se placer en M sur la parallèle en M© à 0^. Concevons qu'on 
trace la double série des lignes de courbure du feuillet moyen 
déformé; au degré d'approximation convenu, les projections 
de ces lignes sur le plan xOy détermineront un réseau ortho- 
gonal. On admettra que les lignes matérielles parallèles à Oz 
menées aux points de la projection d'une ligne de courbure 
restent normales au feuillet moyen déformé; ces normales 
détermineront évidemment, dans chaque feuillet, une ligne 
de courbure. 

Soient 



mQ un point de la plaque à l'état naturel défini, m^Mo =zz; 

mM. la position que prend moMo après la déformation; 
mx', my' les tangentes aux lignes de courbure passant par m; 
my^ une droite quelconque tracée dans le plan x' my' et a 

l'angle -^mx' ; 
R, R' les rayons de courbure des sections principales Mmj?', 
Mmy' du feuillet moyen déformé. 

Comme la dilatation du feuillet moyen est nécessairement 
très petite et négligeable, on posera (n° 148) 

et (n° 139) on aura 

§Y = ^jc' cos^ a -f- 8jr' 8in2 ^ ^ -^^.y gin a ces a . 

Il est plausible d'admettre yxy = o, en raison de la symétrie 
de la surface du feuillet {z) déformé à une distance infini- 
ment petite de part et d'autre des lignes de courbure. Une 
autre considération conduit à ce résultat; en effet, le lieu de 
l'index du rayon qui représente p^ est une ellipse dont les 
axes doivent naturellement coïncider avec ceux de l'indica- 
trice, ce qui exige que p^y = l^y^y soit nul. On a donc 

ç, /ces* a sin'a 
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en désignant par p le rayon de courbure de la section nor- 
male au feuillet moyen, menée suivant m^. On pourra main- 
tenant substituer à m^ la parallèle en mo à sa projection sur 

Désignons par (Vq l'ordonnée MMo du feuillet déformé. 
Comme -t-^> -^ vont en décroissant quand j?, y croissent, 
nous aurons 
(4) 8^ = _;5-^, o^ = -z^p5-, 

et, si Ton se rappelle que i- doit être négligé, en effectuant 
l'intégration, l'équation (3) se réduit à 

d^tVQ (^^«'o d'*(Vo 3P 

■ 2 ' 



OU 

d* / d^wp à* Wq \ d^/âUvo d*Wo\ _ 3P 

^^ âx^ \ d.r> "*" âfi /'^ âfi \ dx* "^ dy* ) "" 2e»(^-+- ^fJL)' 

D'après une propriété connue, le premier membre de 
l'équation (A), comme cela devait être, est indépendant de 
l'orientation du système d'axes Oo?, 0/. 

On a enfin 

(B) { '^ 

IL Comme première application de l'équation (A), nous 
reprendrons la question d'une plaque élastique circulaire 
soumise aux pressions constantes Po, Pi, qui a été traitée 
d'une autre manière au n" 153. 

En prenant pour origine le centre de la plaque et posant 

j: = rcos0, y = rs'm^j 
l'ordonnée Wq dépendra uniquement de r. On a 

dx = cosôefr — rsln^dB. rfvsinô ^r-hrcosô rfS, 
d'où 

dp = C086 dx ■+■ sinô djy rdQ ^ — sinO e^ + cos ^dy. 
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Pour ane fonction /(r) on a 

dx dr dx dr ^ dy dr dy dr ' 



puis 



ox* dr^ ox dr dx dr^ dr r 

dj* dr^ âjr dr ây dr* dr r 

d'où 

^ ^ dx*^ dy* dr* ^ r dr r dr\ dr ) 

En supposant /= w^y on trouve 

^^' dx* '^ dy* "r dr\ dr )' 

En faisant ensuite / égal à cette dernière expression et se 
reportant à la formule (A), on trouve 

r dr\ dr^r dr\ dr ) \\ "^ 2e*(X H- 2{ji) 

Deux intégrations successives donnent, en désignant par C 
et C deux constantes, 



('^)-;5<r^,(7-"°«'-''> 



I d I dtVQ\ 3P 

r dr 



mais comme, vu (e), le premier membre de cette dernière 
équation n'est autre chose que la somme des courbures prin- 
cipales qui ne peut pas devenir infinie pour r = o, il faut que 

C = o. En intégrant de nouveau et remarquant que --— = o, 
pour rz=Oy on obtient 



dwa 3P 



dr 263(X-l-2|x) 



(S-tO 



ce qui n'est autre chose que l'équation (7) du n^* 153, sur la- 
quelle nous n'avons pas à revenir. 

II. II 
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III. Plaque rectangulaire reposant sur un châssis de même 
forme. — Soient Tun des sommets du rectangle pris pour 
origine des coordonnées; 0^, 0/ les directions des côtés 
partant de 0, dont a, h désignent les longueurs. 

On doit avoir 

On satisfera à ces conditions, vu (B), par 

X y 

(i) «'o = SA,„ «sinmTT - sinwirYj 

^ a o 

niy n étant deux nombres entiers positifs quelconques et 
km,n une constante arbitraire. 
En substituant la valeur (i) dans l'équation (A), on trouve 

2Am.n(w'^'-H '<'«*)* sin/mr-sinw'ir'f = — — ^r^ ■ — - . 

Multiplions par sin —^ dy et intégrons entre/ = o,y=by 
nous obtenons 

SA;„.„(;n'&«+n»a«)8m-^ = ^,^^_^^^^^, jf P sm -/ rf,-. 

tn Tz oc 
En multipliant de même par sin dx et intégrant entre 

^ =z o, a? z= a, on trouve 

d'où A;„,„ et la solution du problème. 

Nous supposerons dans ce qui suit fx = X et nous substi- 

5 
tuerons à A le coefficient d'élasticité E = - X ; nous aurons 

2 
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Nous allons maintenant considérer quelques cas particu- 
liers. 

I ** La pression effective P est constante. — On a 

Comme ce coefficient est nul lorsque m et /i sont des nombres 
pairSy nous prendrons mzz: 2m'-hi, /i i=:2/i'-hi, en dési- 
gnant par m', /i' deux nombres entiers positifs quelconques. 

Si nous posons A:=: - ^i, nous aurons 

20 6* P 

et 

(4) ^0= SA/«'»'Sin(-2/»'-M)T: - sin(2/i'-+-i)i:"-^- 

La flèche ou la valeur de w^ pour le milieu de la plaque ré- 

(5) { _ 2oZ>*p r 1 I 1 1 "I 

Plaçons-nous maintenant au point de vue de la résistance 
de la plaque. Pour des valeurs données de x, y les plus 
grandes valeurs absolues des dilatations répondront à 2 = ±: e 
et seront 

-s _ _, 2o^*P ^ (2m' + i) 

X Y 

X sin(2/«'-i-i)'ir-sin(2«' + i)'i:T-, 

^^ ■" ~" Ë?7^ JL (2/w'-i-l)[A-«(2/«'-f-l)«-f-(2/l'-hl)«J* 



X sin(2/»'-hi)it — siii(2/i'H-i)ir t-- 
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Les équations -j^ = o, -^ =: o sont satisfaites par a? 
j zz: - , et Ton a, pour les plus grandes dilatations, 



a 



S. 



20 ^*P 



2 



(-_, )/«'(__!)«'( 2m' -4-1) 



(6) 



r I 3 T _i^ I "I 



5v = 



6* 



TT Ôjr. 



Si la plaque est carrée, on obtient 



(a) 



- 2oa*P ,, 

r= î7-;r-i X 0,244, 



20a* P 

Oir= Sv= vï-:: — r X 0,220. 



Si Ton pose E5a: = r, on a, pour l'épaisseur e = 2£, 



(^) 



= o,425al/-. 



2° ^/le charge est concentrée en un point de la plaque. — 
Supposons que P, =1:0, que la pression constante Po = P 
s'exerce uniquement sur un rectangle défini par x'y f, 
j?'H-Aa?', y -H A/' et que ÙLx'y A/' soient assez petites pour 
qu'on puisse les considérer comme différentielles. De ce que 
la pression est nulle en dehors du rectangle A^'Ay', la for- 
mule (2) devra être remplacée parla suivante 



af-^-ÙLf 



,r'+Ay' 



■** y é 

5rt363P . x' . y\ ,^ , 
= r, , L sinm — sin/i~ Ax Ar , 
Ee»ir* a b -^ ' 

OU, en désignant par Q la charge P.A^'Ay' concentrée au point 
Am,n{fnb*'\-na^y= ^ , .^ sinmiz— s'inmz'^» 



Admettons maintenant que la charge repose au centre de 
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la plaque, nous avons 

comme ce coefficient est nui lorsque m et n sont pairs, nous 
poserons /» = 2 m' -h i , n = 2 /i' -h i , et nous aurons 



Es3ir«[(2/n'-M)«^*-h(2/î'-+-i)*a*p 



La formule (4)> qui s'applique ici, nous donne, pour la 
flèche, 

, ^_ 5b^Q r I I 1 I 1 

^^' •'~aEe»ir*[(A»H-i)«'^(9A«-l-i)"^ (^«^-9)» "*" 9a(A«-+-i)« "^••'J' 

a b 

et nous avons, pour 5 = e, a? = -,y=~, 



8:r = 



2 " 2 

5^'Q r > 9 



, . '~û'Ee 

(6') 



Q r 1 9 I T ] 



6« 



^r = Ti <>*• 



Si la plaque est carrée, on a 
. ,v y- 5^*0 






et enfin 



(^,') ^ = 2e = ^^9_x 1,55 = 0,7926^. 

Si la charge Q était supportée par toute la plaque carrée. 



a» 



la formule {b) donnerait, en y faisant P=: jry 



{b') 



= 0,425 W^ 



Le rapport de l'épaisseur (6') à l'épaisseur (b") est environ 

1,86. 
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. Considérons une porte d'écluse comme formée d'une 
le appuyée conlre son châssis dans le bief d'amont censé 
)li, tandis que le hief d'aval est vide. En dirigeant Ox 
lé sens de la pesanteur et désignant par n le poids du 
e cube d'eau, on fera P^Iia dans la formule (3) et la 
ion du problème ne présentera aucune difficulté. 



FIN DU TOME DEUXIÈME. 
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